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1 Einfihrung

1.1 Beispiele

1.1.1 Landwirtschaftlicher Betriebs-/Produktionsplan fiir die Viehhal-
tung

Input Aktivitaten Output

v -1 FE - | Rinder — 71 - 250 Gewinn
- 150 AS — | Anzahl 2,
79-02 FE — | Schweine-
2925 AS — | Anzahl z,

— X9 -45 Gewinn

FE Futtereinheiten
AS Arbeitsstunden

1.1.2 Bemerkungen
a) Input und Output sind proportional zur Aktivitétsgrofe.
b) Aktivitatsgrofe x; > 0, ganzzahlig.

c) Additivitdt der artgleichen Fliisse

FE: z,-1FE — |T1 Rlndq L 9502 + 450,
AS: 1,-02 FE — |%2 Schweine

Gesamtgewinn Q

d) Restriktionen:
r1 <50 Es gibt nur Stélle fiir 50 Rinder
9 < 200

) 15021+ 252 < 10000 (Es kénnen nur 10000 AS geleistet werden)
1+ 022y <72 (Es gibt nur 72 F'E)

(%) L 72 (Es soll das gesamte Futter verbraucht werden)

LOP: Q = 250z, + 4529 (— Max) unter Restriktionen

T S 50
ro <200
1 + 022y, <72
150z, +  25x9 < 10000
T 2 0
i) Z 0

Jeder Vektor x = (?), der den 6 Restriktionen geniigt, heiflt ein zuldssiger Vektor
2

T

- ) sind ein zuldssiger Plan fiir
2

und liefert ein zuldssiges Programm (D.h., solche <

die Viehhaltung).



Fordert man, wenn mehrere zulédssige Programme ex.

also das Programm zu finden mit () = Max!, so hat man ein Problem der linearen
Optimierung gestellt. (Das oder ein Programm, welches () = Max! liefert, heifst Op-
timallosung oder optimales Programm.)

e Beispiel fir ein zuldssiges Programm (= fiir eine zuléssige Losung)
1 =00, x3=0 = @ = 12500
1 =0, x3=200 = Q =9000

e geometrische Deutung der Aufgabe

400 1
— 61‘1 + 29 = 400
—bxy+x3=5-72 =360

300 t+
— Q = 0 (links)

500 | — Qopt (rechts)

g \
100 1
0 1 ! - - - xlﬂ
50 \\100 150 200 250
—100 '

(¥)-5): g: doy+x=5-T2 (n:(51))
1 = 0= x9 = 360
1 =50 = 29 =110

(()-3): g: 6x1+x5=400 (n:(6,1))
1 =0= x5 =400
r1 = 50 = 29 = 100

Q: Q= 250z, +45xs (n:(250,45))

Q: O%xgz—xl-%:—%oxl
() wichst in n-Richtung
— Verschiebung von x5 = —%xl, in n-Richtung so weit wie moglich: bis Schnitt

5x1+2002360:>x1:%:32

e Optimallésung (optimales Programm): z; = 40, 25 = 160

e (Gesamtgewinn bei diesem Programm:
@ =250 -40+ 45 - 160 = 10000 + 7200 = 17200

Auch Aufgaben im R? (3 Aktivitdten) konnen noch geometrisch leicht gedeutet wer-
den.



1.1.3 Transportproblem

Transportmatriz: (Kosten pro Tonne eines Gutes)

' nach Lager AlBlcC

von Firma
I 25| 17 | 18
II 25|18 | 14

Optimierungsproblem: In jedes Lager sollen 300t mit insgesamt minimalen Kosten
gebracht werden.

Lineares Programmaieren:

Inputs Aktivititen Outputs

Transport
ry tausl  — von [ nach A — 7 Tonnen in A
x1 - 25 Kosten —

Menge:
T tausl  — I=5 — x5 Tonnen in B
x9 - 17 Kosten — L2 i

...6 Aktivitaten

Gesamtprozess:

T1+ To + T3

! )
Menge des Gutes in [ — — 1+ x4 =300 in A

Ty + Ty + Tg

Menge in 1

Q = 251’1 + 171‘2 + 18%3 \
+ 2524 + 18x5 + 141’6 — — X3+ x6 = 300 in C

Gesamtkosten

—y |Transport | — x5 + x5 =300 in B

Restriktionen: (lin. !)
In I werden nur 350t zur Verfiigung stehen: x; + zo + x3 < 350
In IT werden nur 650t zur Verfiigung stehen: x4 + x5 + x4 < 650

— LOP
[ Q= 2511 +17xy  +18x3 +2bxy +18z5 +14wg
T + Ty + T3 < 350
Ty + T5 + T S 650
T + x4 = 300
To + x5 = 300
T3 + x5 =300
2120 2220 2320 2420 2520 262>0

gesucht: zuldssiges, optimales Programm, welches die Gesamtkosten minimiert:



Bemerkung: Was von [ bzw. Il nicht abtransportiert wird, bleibt dort im Lager:

Inputs Aktivitdten Outputs
x7 taus I — Lagerung in 1

- %
x7 - 0 Kosten — Menge: 7
rg taus [ — Lagerung in 17

- %
g - 0 Kosten — Menge: xg

FEingliederung in den Gesamtprozess

(x1 4+ 2o+ 23+ 7))t in [

\( Ve T1+ T4 = 300
(x4 + x5+ 26 +28)tin [] — ’Transport und Lagerung| — 9+ x5 = 300
N N x4 26 = 300
() = wie oben
— LOP
[ Q: 25.1‘1 +17.7}2 +18.T3 +25LL’4 +18LL’5 +14$6 = Min
T + X9 + a3 +x7 = 350
Ty + x5 + T4 +xg = 650
1 + 14 = 300
T + x5 = 300
T3 + 6 = 300
i 21120 2020 2320 2420 2520 2620 2720 25320

x7, xg — Schlupfvariable

1.1.4 Diskrete Tschebyscheff-Approximation

f(z) sollin [a, b] durch eine Linearkombination von n gegebenen Funktionen ny, na, ..., n,
so approzimiert werden, dass

Max |f(z) — > a,n,(z)| = Min!
z€|a,b] =1 ay
Diskretisierung: Es werden nur Stitzstellen xq, ... ,x) aus |a, b] betrachtet:
‘1\/1[an f(z;) — > ayn,(x;)| = Min!
J=1es v=1 ay

Gesucht ist also das Minimum der mazimalen Abweichung an den Stiitzstellen bzgl.
der Parameter aq, ... ,a,.
,Jg=1,... ,k}

,j:L”.¢}

Umformulierung: | f(x;) = f; |, | n(z;) = wy;

Ming, ... 4, Max;

fj - Z AyNy;

v

n
fi= am,
v=1

(. J

~
sup, |...|=Min{aolao>|...|}

= Min,, ., Min {ao | ag >

= Mlna()vala--wan {ao | Qo Z

fj - Zaynuj

14
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Daay>|...| <= ay>(...) ANay > —(...) kann man schreiben:

LOP: ~
ao — Min!
ap — Q1Nip — AgNot — ... —QpNy, > —f1
ap — a1niy — Mo — -« —ApNp > — fi
ap + aini + angr + ... +0pNn, > fi
| ao + armig + agnok + ... tapar 2> fi
ZF — ag, Rest = Restriktionen
Das ist ein lineares Optimierungsproblem mit den Variablen ag, aq, ... ,a,; ohne Vor-

zeichenrestriktionen.
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2 Das allgemeine lineare Optimierungsproblem (LOP)

geg.:
R™ n > 1, Punkte oder Ortsvektoren des R" : z, ¢,

R™,m > 1, Vektoren des R™ : by, y" = (y1, ... , Ym),

Matrizen (m x n) reeller Zahlen: A = (a,5),1 <r<m,1 <s<n.
A bildet den R™ in den R™ ab gemaft Ax = y.

(Halbordnung:) gl/ > 5 — ylZ > yQZ Vi
R™ R™

LOP (1): Q = ¢z = Min!
Az <b

(Aquiv.: —@Q = Max!)
(A : (m x n) — Restriktionen, Q : Zielfunktion (Linearform), z mit Az < b heift
zuldssig)

2.0.1 Bemerkung
Darstellung von LOP(1) durch nichnegative Variable:

Zu gegebenen x € R™ ex. stets 2’ > 0, 2" > 0 aus dem R™ mit .

*

5 oae)wmitar— () [ w0
zum Bsp.: © = (z + 2*) — 2* mit 2* = N IS
P " x; ,falls z; <0
xn
2x; , falls z; >0
und 0 <z + 2* = (x; + zf),da z; + xf = x als o
0 , falls z; < 0
0<z*=(xf),dax; >0]
Subst. in (1):
¢’z = Min!
'z’ + (=chz” =Min! | & <ZL‘/>
A(:E, o l‘”) < b SN (A, _A) " < b
/ ! /
r202 =20 N m:<x//> >0
x
~ Typ des neuen Programms:
LOP(2): ¢’z = Min!
Az <b LOP(1) — LOP(2)
z >0




/
Dieses x ist im oben hergeleiteten Programm des Typs 2 im R?" : <:c”>
x

6:<C>6RQ”, A =(4,-A),

- (mx2n)

LOP(1) hat in der Form (LOP(2)) mehr Variablen und Restriktionen.

2.0.2 Bemerkung
LOP(2) = LOP(1) | (Uberfiihrung)

Az <b
LOP(2) ist Spezialfall von LOP(1), wenn man die Restriktionen { v ; ) Zusam-

x
, . ., (A b
Ar <b: Am—(I)x§<o>.

menfasst:

2.0.3 Bemerkung

Die Typen LOP(1) und LOP(2) sind dquivalent.
Jede Losung von LOP(2) 16st LOP(1), jede Losung von LOP(1) erzeugt eine von
LOP(2).

2.0.4 Bemerkung

Herleitung von Typ (2) aus (1), sodass die Zahl der Variablen und Restriktionen
gleich bleibt:

(1) = (2):

Sel z; nicht vorzeichenbeschrankt.

Besteht die erste Spalte von A nur aus Nullen — z1 bel. — @ in LOP(1) hat kein
endliches Minimum oder Koeffizienten (der ZF) bei x; verschwindet, dann tritt aber
z1 im LOP(1) gar nicht auf.

Im anderen Fall sei a;; # 0.

Da
Zaljxj < b1 = b1 — Zaljxj =1 >0

und deshalb durch Elimination nach xq:

1
Ty = (bl — Y1 —ai2¥2 — ... — Glnxn) a_
11

Die erste Zeile des Restriktionssystems wird y; > 0, aus den iibrigen eliminiert man
xI1.

Bei m Restriktionen wiirde man etwa m Variablen ersetzen (Rang m), die restlichen
sind beliebig, insbesondere ist > 0 moglich.

Vorteil: in der Behauptung genannt

Nachteil: man muss eliminieren.

10



2.0.5 Bemerkung: Ein LOP(2) ist d&quivalent zu einem LOP(3)

LOP(3):

Q = ¢z = Min!
Ar =b

x>0

a) Az = b ist dquivalent zu Ar < bund —Az < —b.

¢z = Min!
Ax <b

—Ax < —b
x>0

Dann ist

Restriktionen

ein LOP vom Typ (2).

b) Ist ein LOP(2) gegeben = Jy > 0 zu jedem "zuléssigen” = mit Az +y = b, denn

y=b— Az > 0.
Damit gilt
. T ] ALl
LOP(2): &z = Min! LOP@3): ¢ ; 0+y _12/[1n.
Axr <b = z wy =
z 20 < ) >0
Y

Umschreiben von LOP(3) in die Standardform:

(0)-+()-ra-tan

A:R™™ 5 R™

LOP(3):

A3 = Min!
Ay =0
3 20

y: Schlupfvariablenvektor

2.0.6 Bemerkung

Ein LOP vom Typ (1) ist einem vom Typ (2) und einem vom Typ(3) dquivalent.

2.1 Der zulassige Bereich

Punkte (oder Ortsvektoren) z, die dem Restriktionssystem des LOP(1) geniigen,
heifsen fiir dieses Programm zuldssig.
Ebenso bildet man den Zuldssigkeitsbegriff fiir LOP(2), LOP(3).
Wir betrachten das LOP vom Typ 1:

B={x|Az <b, z € R"}

11



(zuldssiger Bereich). Diese m Restriktionen Az < b, die gleichzeitig erfiillt sein
miissen, besagen

n
reB = ey . Hi (Zaikxk < bi)
k=1

H;, = {I e R"

H; : abgeschlossender Halbraum.

Ist die begrenzende Hyperebene gegeben Y, _, agzy — b; = 0,

HY = {z e R"| >} _, aipxyr = b;}

so liegen die Punkte = € B wegen Y ,_, axxy — b; < 0 in Richtung des negativen
Gradienten von

n
g aipry < b,}
k=1

n

y=> apz—Db;

k=1
—grady = —(a;, - - ,am)T.

Bsp.:
o< —m+1lnz+a <1~ —grady=(-1,-1)

2.2 Eigenschaften von B

2.2.1 Definition Konvexe Linearkombination

. S 1 !
Def.: Konvezxe Linearkombination von Punkten x,... , x :

) I
x:Zaj% : ajZO,Zozjzl.
j=1

Sind alle a;; > 0: echte konvexe B.

Beispiel:
1 2 1 2 1 1
[=2: T = 01T + Qo = Q1T + QX + QX — QX

Sbrar(3od), vsmst

Diese x liegen auf der Geraden ¢ : v = T+t (% — %) zwischen z(t = 0) = z und

(Die  konvexen  Linearkombinationen
zweier Punkte sind die Punkte auf
der Verbindungsstrecke der gegebenen
Punkte)

12



2.2.2 Definition

Eine Punktmenge K C R"™ heiftt konvez, falls mit 915,3% € K auch jede konvexe Linear-
kombination € .

Beispiel:

<IC R

konvexer Kegel Streifen
@ -
Das innere Einpunktige Leere nicht konvex
eines Kreises Menge Menge

2.2.3 Definition

Sei K C R™ konvex. Der Punkt x € IC heifit Ecke, (von K), falls er sich nicht als
konvexe Linearkombination von 2 anderen Punkten aus K darstellen ldsst. (echt, da
"andere”)

Beispiel
KC = abgeschlossener Einheitskreis

Behauptung: Jeder Randpunkt der Kreisscheibe KC ist Ecke.

Beweis: Andernfalls miisste ein Randpunkt 2 konvex kombinierbar sein durch Punkte

aus K.
0 1 2
T = 1T+ Q.

Dann miisste die Verbindungsstrecke in K liegen, diirfte also 0IC nicht schneiden, also

da durch 2 gehend, ist es Tangente, diese liegt bis auf 2 auRerhalb. (Existenz der
Tangente klar: stetig differenzierbar)

2.2.4 Bemerkung
Der Durchschnitt (beliebig vieler) konvexer Mengen ist konvez.

Sei ) = Ny n Kin t2 €0 = w0 € K Vie {1,... 1}

1e{1,..

CYl.%?—FOéQi%E]CiVZ-G{l,...,l} 06120,051+CY221

K; konvex Vi

= Oélﬂlf—FOég%Gﬁ:mICi

13



2.3

19.04.2021

Satz

B ist konvexr (auch wenn das Restriktionssystem Gleichungen enthélt) und x € B ist
genau dann Ecke von B, wenn es Schnittpunkt von n linear unabhdngigen Hyperebe-
nen ist. Es gibt hochstens endlich viele Ecken.

Beweis:

a)

(B konvex) Der Halbraum H ist eine konvexe Menge: a3 + ay =1

Zkaik%kgbi |-a1 >0

1 2
9 = Z Aik <061£Ek —+ OéQl'k) < bl
Yop ikl <b; |-z >0 k

(Stiinde "=" statt <", so wird die Hyperebene selbst als konvex erwiesen).

B = ﬂ H; Bem':m[)’ konvex.
i=1

(x Schnittpunkt von n linear unabhéngigen Hyperebenen = x Fcke)
7= (%1, e ,%n)T sei in B und Schnittpunkt von n linear unabhdngigen Hyper-

ebenen H,;:

(1) A% <b (%eB)!

und insbesondere

- 0
(X)Zaiw%:bm A=1,2,..., n<m
v=1 damit es n Hyp.eb. gibt
wobei die Zeilen (a;,1,. .. , i) linear unabhéingig (!) sind.
2 ist also (I =) eindeutige Losung von (X ).
Wiire & nicht Ecke = El%,% € B,i" # z #* 2 mit & = 041:% + 042%.
z kann nicht (x) erfiillen, da x # 2 (% eindeutige Losung von (X)),

1 1 . .
Etwa x ¢ H;, = x etwa € "inneren” Seite von H,,
Y Mzuléss.!”
il

0 2 . .
o2 = dax € H,;,, dass x € "duferen” Seite
0 Tnicht "zul.”
o 1

von H,;,.

! = Widerspruch(~ 2% ¢ B).

(Ecke = Schnittpunkt von n linear unabhéngigen Hyperebenen)
Sei (1) & € B Ecke.
e Dann ist (1) erfiillt und genauer etwa

(2) 2521 aiul/-%r/ = b;, =12 ... k.

14



3) S andy, <bi iy ik
e (3) wird dann auch von den z einer Kugelumgebung U (.%) erfiillt fiir hin-
reichend kleinen Kugelradius.

e Gibe es in (2) weniger als n linear unabhdngige Zeilen
= wenigestens eine Gerade g (oder hohere lineare Mannigfaltigkeit sonst)

geht durch 2 und erfiillt (2).
e Betrachten Punkte der Strecke U (;?:) Ng=~v#10 (:?c € ’y)

~
= y€eB.

Da Mittelpunkt von v = 2 kann nicht Ecke sein.
~ Annahme falsch. Es gibt mindestens n linear unabhdingige Zeilen in (2).

A T ist Schnittpunkt von n linear unabhdngigen Hyperebenen.
Mehr als n Hyperebenen sind linear abhdngig.
— solche Ecken: entartet.

Beim Beweis wurde nicht benutzt:
7< steht wirklich in jeder Restriktion” statt "=",

~ Beweis bleibt richtig (wenn in den Restriktionen Gleichheitszeichen stehen
(— Félle 2,3 mit erfasst))

Ecken existieren hochstens, wenn

n<m. < (T b,by) Ecke <= Schnittpunkte von n linear unabhéngigen
Hyperebenen)

In (1) gibt es (7:) Systeme von n Zeilen. Sind die n Zeilen eines solchen Systems
linear unabhdngig

= losen, priifen, ob Losung (1) befriedigt, also in B liegt

= es gibt hochstens endlich viele Ecken.

20
=184
<1o> 84 756

2.3.1 Bemerkung

Aber schon von der graphischen Methode her leuchtet ein, dass Ecken besondere
Bedeutung zukommt, da sie den Rand des zuldssigen Bereichs charakterisieren,
(T abb. 1....)

Man benoétigt ein Verfahren, die Ecken durchzumustern!

'Kombination ohne Wiederholung: Zusammenstellung von n aus m(n < m) Elementen

15



2.4

Definition

Ist der Durchschnitt einer Geraden mit B mehr als einpunktig, so heifst er Kante von
B, wenn sich kein Punkt der Geraden als konvexe Linearkombination von 2 nicht auf
der Geraden liegenden Punkten aus B darstellen lasst.

Die Randpunkte einer Kante sind also Ecken, da sie liberhaupt nicht konvex
kombinierbar sind.

2 Ecken von B, welche durch eine Kante verbunden sind, heifen benachbart.

Der Eckeniibergang (Ecke — Nachbarecke)

Sei]O) Ecke von B:

(1) S aw%y = b, i =1,...,n,n linear unabhdngige H,;

v=1

(2) Zzz1aju-%u§bj J=n+1,... m

Ist 1% nicht entartet: In (2) gilt ”<”.
Sonst: "=" in einigen Ungleichungen von (2).

Einfiihrung einer neuen Koordinatenbasis:

Ursprung : ]%
Koordinatenhyperebene: H;.

Da die H; linear unabhdangig ~ auflésen von

('1‘1';11151“(:)1'1111(41‘t('4 T ) Y; = b; — Z Qi Ty, mb’glich.

FEinsetzen in Az < b:

Y1 >0
Y2 >0
(1) Yy, >0
aiz+1,1yl + ...+ a,n+1,ny77» < b/n+1
a;n,lyl + . + a;n,nyn < bin

Bei Transformationen 7' gilt: zuléssig

—0;>0 Vi=n+1,...,m
(= 0 nur bei Entartung, dann aber in einigen Féllen notwendig)

Die ersten Zeilen von (1) sagen: Die y-Koordinaten des zuldssigen Bereichs
B sind alle nichtnegativ, es wurde also eine solche Koordinatentransformation
vorgenommen, dass B jetzt im positiven Orthanten liegt.

16



e Betrachtung der nichtnegativen i-ten Koordinatenachse und N mat B liefert in

(1y:

1 fest
yi =0
Y= . =Yi-1=VYi+1 = - =Y =

(1)” 1Y < bp s U >0

Falls [ay, 145 - 5 ap,; <0 | = gesamte nichtnegative i-te Achse C B.

Sie ist natiirlich Kante!

Denn es miissten sonst Linearkombinationen mit Punkten des positiven Or-
thanten existieren, diese haben aber Koordinaten y;.; > 0, also deren konvexe!
Linearkombination, Widerspruch!

aj; > 0| fiir gewisse j.

]% nicht entartet: b, , >0,...,b;,, >0,
(1)" ist erfiillt fiir y; = 0, y; wachsend mit ”<”, bis zu einem Grenzwert:

. N b,
y; = Min —+ = -+ > 0.

a’;>0 @ji @i

Die y;-Achse gehort von 0 bis y; zu B E| und ist also (wie oben) Kante.

p: | y=1(0,...,y,0,...,07

. J
~~

n

ist dann E'cke als Endpunkt einer Kante.
Und zwar Nachbarecke von O = (0,...,0,...,0)” in y-Koordinaten, also vom

Ausgangspunkt 1%.

In P: f} schneiden sich folgenden Hyperebenen:

Hl) cee Hifl, Hi+1, ey H?’L
{ { { {
y1 =0 Yi-1=0 941 =0 Yp =0

und #H,: (da man an diese anstofst)

aph .o tayi .o+ al,y, =0

Hi, oo s Hicr, Hivy ..o, Hi, Hye sind linear unabhdngig: o, > 0. H

Zwegen y; = Ming, ~o. Fiir (1;, < 0 Bedingung in (1)” ohnehin erfiillt.
ji y 5
(1) " (r) o
1 1 Qpq
0 . :
3Die Normalen der neuen Basishyperebenen sind: ], 0 ey / ot
: . Ap;
0 0 a’m 1

17



Als Basis des R™ waren die n linear unabhéngigen Hyperebenen

Hy :yr =0(k=1,...,n)| gewdhlt worden mit Ursprung in 109 : g(}.

* *
Jetzt wihlt man in P : gy : Hj wie bei 9%, aber

Hi ——— Hr. | (Wiederholung méglich)

Austausch

Man kann aber von einem nicht entarteten Eckpunkt:

r kann unter den n 4+ 1,n 4+ 2,... ,;m eindeutig bestimmt sein.
Dann tritt im Zuléssigkeitsbereich B in den Gleichungen (1)" das Gleichheits-
zeichen genau n-mal auf (1,2,... i —1,i+1,... ,n,r).

yj‘; 0

y ist nicht entartet. [Sonst: entartet].
Man versucht jetzt einen weiteren Austauschschritt.

/o . . / . . .

b, =0 fir gewissen+1<p<m |, aj; > 0 fir gewisse j

A TV - ~ Vv 4
Entartung notw. damit iib.h. y; i. d. Restriktionen auftr.

e Ist zugleich a);; > 0,0 = 0 = fiir y; > 0 ist
(1)"” nicht erfullbar = die positive y;-Achse ¢ B.

e Falls fiir alle a; > 0 stets b; > 0 = man erhilt wie in b) die y;-Achse als
Kante und gelangt zu einem Nachbareckpunkt.

0

Man hétte aber bei P (wegen der Entartung) andere Basishyperebenen
wahlen konnen.

= Man gelangt eventuell zu einem anderen benachbarten Eckpunkt.

2.5

21.04.2021

Ubersicht

Mann muss also beim Eckeniibergang im R":

1)

2)

Aufschreiben der, die Anfangsecke charakterisierenden, n einander unabhdngi-
gen Hyperebenen.

Koordinatentransformation T' ( Ecke wird neuer Nullpunkt, die n Restriktionen,
die mit 7 =" erfiillt sind ~ Ebenen neue Koordinatenhyperebene.)

Auflésen von T, einsetzen in Az < b.
Es verandern sich: die letzten m — n Zeilen stark
: die ersten n ~ y; > 0.

Tabelle der y;, man suche (alle) Nachbarecken

U1 Y2 Ys ce Yn
* . A b

— Y — .
Yy = Mlna,;2>0 i, = o

0 *

Bei P — P ( Y ) Austausch:
Hla o 7Hn — HbHi—l?Hi-i-l)HnaHr

18



2.6 Konvexe (beschrinkte) Polyeder (Polytop)

Der zuléssige Bereich B ist durch gegeben, da wir vom Typ LOP(1) aus-
gehen.

Es gibt die Maglichkeiten:
1) B ist leer.

2) B nichtleere, beschrankte Menge des R™ (Bez.: konvexe Polytop)
(also im Inneren eines gentigend groften n-dimensionalen Wiirfels um den Nullpunkt)

3) B unbeschrinkte Menge des R™ (konvezer polyedrischer Kegel)
(von B ist durch einen "geniigend groften Wiirfel um den Nullpunkt” ein Polyeder
abschneidbar).

Satz gilt nicht
(Ecke)

2.7 Satz

Ist B konvezxes Polytop, (1dsst sich als konvexe Hiille seiner Eckpunkte darstellen), so
ist jeder Punkt in B eine konvexe Linearkombination der endlich vielen Ecken.

(Mit der Formulierung des Satzes ist der Name Polyeder gerechtfertigt.)

Beweis: B wird durch Az < b im R™ bestimmt.

A:m Xn.

0 . ,

x € B heifse "von der Sorte (Typ) k”, wenn er auf "k der m Hyperebenen H; (k= 0
moglich, Schlussweise analog) : (i—te Zeile von A:% <bmit” =" erfiillt) liegt.”

Sei k < m [l|fiir € B (9% beliebig, fest)

e Sind unter den k Zeilen n linear unabhdngige — 2 ist Ecke. Fertig 2 durch
einen Eckpunkt konvexr kombinierbar.

e Sonst ist das Gleichungssystem der k Zeilen wenigestens durch die Punkte einer
Geraden erfiillt:

x:%—i-/\g.

4 jn unabhéingig — Ecke
b =m

1‘(1})hiingigo Zeilen streichen
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(*) PEinsetzen in die restlichen Zeilen von Az <b: Az <b

2.8

A8 +)\;1g < b fiir kleine |A]-
\z:/ ‘
<b ~

fiir A =0 mit 7 <7 echt erfiillt, da "% von der Sorte k.
Wiichst [A\| = es muss fiir ein A\; > 0 und ein Ay < 0 eine Verletzung von 7 < 7
eintreten, da sonst (wenigestens) eine Halbgerade ganz zu B gehdren miisste
entgegen der Voraussetzung.

3(1]: ist also durch

und

> >
[NV —
Q

o K-
Ko Ko

konvelx lgombinierbar.
Und z, z erfiillen mindestens eine weitere Restriktion mit "Gleichheitszeichen”,
sind also "von der Sorte” > k + 1.

"Resultat:”
Jeder Punkt x € B kann durch Eckpunkte oder durch Punkte mindestens einer
Sorte hoher als er selbst konvexr kombiniert werden.

Induktion =

Jeder Punkt x € B kann durch Eckpunkte oder durch Punkte der hohsten Sorte
konvex kombiniert werden, die in B existieren.

Diese sind aber Ecken (dies folgt sofort aus "Resultat”, da fiir Punkte der hoch-
sten Sorte die zweite Moglichkeit entfallt.)

Das Optimierungsproblem
Sei f(x) fiir x € B definiert. (B konvex)
w=f ()Og) heifst globales Minimum von f(x) auf B,

falls| f(x) > £ (X)  Vx€B,

)0( muss dabei nicht eindeutig bestimmt sein.
uw=f ()%) heifst lokales Minimum von f auf B, wenn

OO > f (%) Yy eU (;%) NB | fir hinreichend kleine

Umgebung U ()%) .

Methode: lokal (Diff.r., Methode des steilsten Abstiegs)
(™ nicht stets moglich! Relative Extrema)
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Optimaerungskriterium: lokal.

e Ein globales Mininum ist lokal. Die Durchmusterung der lokalen Minima ist
bei grofker Anzahl sehr schwierig. Allgemeine globale Verfahren sind oft nicht
effektiv (aber: Globale Optimierung : d.-c.-Funktionen).

Man ist auf spezielle, den Gegebenheiten angepasste Methoden angewiesen.

Sei B konwvex.
Ist aber f konvex oder sogar linear (und B konvex), so gibt es sehr gut entwickelte
Methoden zum Auffinden des globalen Minimums.

2.9 Definition (konvex/konkav)
f(x) heikt auf B konvex (konkav), wenn

FaXE2R) £ 07 () S (1) 9 A mit e de 2 00+ % = 1

Yy, x € B.

o (Ist f linear = es gilt 7 =").
o 7 <7 liefert streng konvexe Funktionen bei A\; > 0, Ay > 0.

e rechts steht lineare Funktion in A = Aj; (A2 = 1 — A), f also Sehne zwischen 2
Werten.

2.10 Satz

Fiir f konvex gilt: Jedes lokale Minimum ist zugleich globales Minimum.

(Man darf also lokale Methoden zur Minimumssuche verwenden!)

§<o
<=
m
=

Beweis: Ware | = f ()%) lokales Min., und doch |y = f <>1<) <,

=y = A+ (1 —\)X € B fiir 0 < A < 1 Klein.

1 0 1 0
éf(AXJr(l—A)x) <A (X) +(1=Nf <X> <A+ =Ap=pu,
also f(x) < f ()%) fiir gewisse y beliebig nahe an )O(.

~ Widerspruch ;)( nicht lokales Minimum.

2.11 Satz: Existenz der Losung nicht gesichert
Eine streng konvere Funktion kann das Minimum nur in einem Punkt annehmen.
Beweis: Wire namlich p = f <>1<> =f ()2<> das Minimum
1 2
S F(BHIY) < dnthe=a

f str. konv.

also p nicht Minimum.
Sonst: B konvex!
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2.12 Satz

Fiir konvexe f ist die Menge der Stellen, an denen f sein Minimum annimmt, konvez.

Beweis: Sei M C B die Menge der Minimumstellen, )1(,>2< e M.
1 2
Also: | f <X> =f (X) = L.

= konvexe Linearkombination: \; > 0, Ao > 0, A1 + Ay =1

>\1>1< + /\2)% € B (B konvex)

und

f <)\1)1( + )\2>2<) ¢ ko%vex) ALf <>1<> + Ao f <>2<>

= Aptrop=up

= M konvez.

e Ist mit f auch —f konvex, so gilt der letzte Satz auch fiir das Mazimum.
Diese Forderung heifst aber

f ()\1)16‘1‘ )\2>2<> =AM f <>1(> + Ao f <>2C>

und ist z.B. fiir lineare Funktionen erfiillt.
Konvexe Funktionen allgemein erfiillen die Forderung natiirlich nicht.

Es gilt aber:

2.13 Satz

Eine konkave Funktion f(x) nimmt ihr globales Minimum im konvexen beschrinkten
Polyeder (Polytop) B in einer Ecke an.

Beweis: Seien )l< (1 =1,...,k) die endlichen vielen Ecken von B. Jedes x € B ist
dann so darstellbar (1 Satz

X:Z)\z’;(, Z&-:l,&zo.

Es ex. natirlich

p=Min f(x)=F(X) | jfest,1<j<k

Fiir x € B bel. folgt

f konkav

f(X):f(Z)\ﬁi(> > Z&'f()l'()ZZ/\iu:,u.

Das Min,epf(x) existiert also und wird am Eckpunkt { angenommen.
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e Die Suche nach dem globalen Minimum "reduziert” sich auf die Inspektion der
Eckpunkte von B.

e Bei der linearen Optimierung gelten zugleich: (da eine lineare Zielfunktion zu-
gleich konkav und konvex ist)

— Annahme des globalen Minimums im konvexen Polytop in einer Fcke
(Konkawitdt)

— Falls eine Ecke lokales Minimum ist, so ist sie das globale Minimum
(Konveitdt)

= Mann kann also lokale Methoden anwenden, um das globale Minimum festzustellen.
Fiir das Maximum gilt eben dasselbe.

Da bei unbeschrinkten Bereichen im Fall der Existenz von Losungen ein durch einen
Wiirfel abgeschnittenes Teilgebiet betrachtet werden kann, werden die Ecken allge-
mein bei der linearen Optimierung eine entscheidende Rolle spielen.
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26.04.2021

3 Die Simplexmethode (Dantzig)

e Typ 3 der LP
Az —=1b A . m x n-Matrix

B : -0 r:(xy,... 2,7 €RY,
roo= b e R™

LOP (3)

Q = ZC,’ZEZ‘ = Mln'

e Durch eine Voruntersuchung sei eine Ecke P <§:> € B bekannt, LOP(3) hat also

zuléssige Elemente.
Linear abhéngige Restriktionen in LOP(3) seien gestrichen

= ‘ Rang A =m <n. ‘

0 .
2 muss € B sein.

2

% ist Ecke = . _ o ‘
n linear unabhdingige Restriktionen mit 7 =7 erfiillen.

Also: m Gleichungen gibt es ohnehin — 2 erfiillt n — m der Vorzeichenrestrik-
tionen mit 7 =
erfiillt) so dass (1 —) "diese” n Gleichungen linear unabhdngig!
Diese n — m wverschwindenden Variablen heiften

» 0 o . . o e
. (x Ecke n = (m + n — m) Restriktionen (linear unabhéngig) mit ”

Nichtbasisvariable: xy, . ..., Tz,
Die iibrigen m:
Basisvariable: xy,, ... ,xx,,
Die mit 7 =7 erfiillten Restriktionen lauten:
0 0 0 0
ainTy, + o A, Th, T Gn T, o0 Fan,Ty, =b
0 0 0 0
ATy, + 0 G Tan T G T T 0 F G, Ty, = by,
0
1 * x)\m+1 = O
0
1- Ty, — 0
Alwegen(1)) ~, (7 € B

Die Koeffizientenmatrix dieses Systems muss den Rang n haben .
Ihre Determinante hat die Gestalt

(5 )0
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Der Matrix A; kommt der Rang m zu. D.h.;: die zu den Variablen z,, ... ,x)
gehorenden Spalten sind linear unabhéngig.
N Basisvektoren des R™

— Name: | Basisspalten, Basisvariable (BV) ‘

0 0 0 0 0
Ecke x : Ty 20,...,25, 20, 75,., =0,...,7), =0
~ TV ~ " -
m Basisvariable n—m Nichtbasisvariable

3.1 Definition: Basislosung (BL)

Eine Losung 2 won Az = b heifit Basislosung, falls sie in n — m verschwindende
Variablen (Nichtbasisvariablen) und m Variablen mit unabhdngigen Basisvektoren
(Basisvariablen) eingeteilt werden kann.

Sind die Bastsvariablen > 0 = die Basisldsung heifst zuldssig.

0
e Eine Fcke P gestattet also eine zuldssige Basislosung.
Jede zuléssige Basislosung stellt eine Ecke dar: laut Def. der Ecke.

e Nichtentartete Ecke: Keine weitere Restriktion von LOP(3) ist mit 7 =" erfiillt
(alle BV > 0).
Entartete Ecke: Einige BV = O. Die Zuordnung der BL. muss nicht

eindeutig sein, weil die Aufteilung in BV und NBV
eventuell in verschiedenen Weisen erfolgen kann.

0

e Sei also unsere Ecke P mit BL 2 gegeben.
= Auflosung von Ax = b nach den BV
= Kanonische Form von LOP(3): LOP(3)

(LOP(3')):
T + a x 4+ .. +ad x -V
A1 1,m4+14Am+1 1ntA — Y1
Ty + a T + oo 44 =z —y
Am m,m+1"Am+1 mmntAn — Ym
‘7:)\120 P .'L',\nZO
0 / / .

Auch @ ist noch durch die NBV ausgedriickt worden.
Die Werte unserer oben betrachteten zulassigen BL lassen sich ablesen:

0 0

Txn, = ... =Ty, =0 | ohnehin
0 o 0 o
und daher | z), =b},... 25, =0b,, |, < BL

folglich | ¥, >0,... b, > 0.

Bei Nichtentartung: | b, >0 | (1 <p<m).

0
Wert der Zielfunktion an der betrachteten BL: @) (%) = Q.
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e Bemerkung: (Matrizschreibweise):

LOP(3’) wird erhalten aus LOP(3), indem man statt schreibt (A sei
die Matrix der Basisspalten, A die Matrix der restlichen Spalten z = (;) ):

AT + Az = b.

Es ist also die Basisinverse A~! vorhanden

S T+ A A=A =V
T=—A1A7+ A .

0
Ecke%: (g) : %:g_lb = Q(%) — T A

Zielfunktion in NBV:

LOP(3): T+ A ‘Az =¥/ (1): ALAz <V
F>0,5>0 T>0

Q:QO+CIT/:E\ Q—QO:C/Tf

Minimalkriterium: ¢ 7 > 0= % ist Minimalstelle.

e Bemerkung: Unsere Optimierungsaufgabe lésst sich in Raum der Nichtbasis-
variablen interpretieren:

(% ist jetzt natiirlich der Nullpunkt ’|in diesem Raum):

Ty, > 0,...,2y, >0 wird in
/ / /
A1y + oo Fa,Ty, S by
/ / /
am,m+1x/\m+1 + .. + am,n:c/\n S bm
eingearbeitet, dazu
.Z‘)\erl Z 0
T, Z 0

und |Q — Q" =, 1 @x,,, + ... + xy, = Min!

Das ist ein System (1) wie bei (Seite beim Eckeniibergang.

3.2 Satz: Minimalpunkt - Minimalkriterium

(e) Hat in der kanonischen Form die Zielfunktion @)(x) nur nichtnegativen Ko-

: : . .0
effizienten | ¢, ; > 0,...,¢, >0, |so nimmt () das Minimum bei z an.

xr O
SRaum des NBV: z, ., =...=x), =0
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Beweis:

0 0
(bigl)GB:>.Z’1‘ZOVi:Q('T):Q—i‘C;nJrlI)\erl—i—,_;ZQ
>0

28.04.2021

(Gilt ¢/,,; >0,...,¢, >0 — fiir z %% (dies nur hat NBV # 0 (im betr. Raum!))
ist Q(z) > Q" ~ Minimalpunkt eindeutig bestimmt. |

o Ist & hiernach nicht als Minimalpunkt erkennbar (obwohl er es sein konnte),
sind also gewisse ¢; < 0 = Ubergang zu einer Nachbarecke.

Die Achse | zy,,., =0,...,2,, >0,...,z,, =0 | (ein Raum der NBV) bildet

m—+1

cine von & ausgehende Kante, wenn sie zu B gehort.
Nach (LOP(3)) gilt fiir diese Achse im vollen R™ :
hN

xy, =0 —aj ., >0
(*) z mit b, > 0

(x,, ist Parameter, die tibrigen NBV sind Null entlang der Kante).

e Sei nun diese Kante so gewéhlt, (also «), dass ¢, < 0.
(Eventuell | ¢, = Min(c},,,... ,¢,) <0])

e Werte von Q auf dieser Kante: Q= 82 Ll < 82 fiir xy, > 0.

3.2.1 Betrachtung der Falle wie beim Eckeniibergang:

a) | a1, <0,...,0ap,,=<0.
Die gesamt nichtnegative Achse C B, da (T (%)) z), > 0,...,z,, > 0 stets.

Q féllt beliebig = @ nimmt auf (dem also unbeschrénkten) B kein (endliches)

0
Minimum an. (Wegen Q = Q + ¢, x,,)
~
<0 >0

b) & nicht entartet: by >0,...,0,>0.

ay, o > 0| fiir gewisse p. (1 < p<m)

x), wachse von 0 ab. Kante endet im | Eckpunkt r |, wenn erstmals eines der x,

der Parameterdarstellung (etwa x,,) verschwindet, also: bei (£ ev. mehrdeutig)

: b v,
ry, = Min —*~ =S5 >0 |(x)

a a
ay, >0 T B,

T (%) S. [27] Ungleichung (-) : b:l — (1,:M Ty, >0
>( >0 2
s
mit aj, > 0.
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e Koordinaten von x* :

. . b,
Zeile Bin (x) @}, = by — ajh, - 7
Ba
e —
ry, >0,... ,mjﬂ =0,...,7y,, >0,2y ., =0,...,
0
o ()-Wert

Q" =Q°+ ), <@

0

*
xy, >0,...

*

,[E}\n -

= Wir haben eine Nachbarecke (als Endpunkt der Kante) 2* mit kleinerem

Wert der Zielfunktion ermittelt.
Hierzu muss eine zuldssige BL gehoren:

(n-m) verschwindende Komponenten — 1

Austausch
4 4
Stelle: 3 Stelle: «

* * * . * _ * _ * _
ry, 20,...,2y, >0,...,2y =>0; Ty, =0,... 1T =0,...,2,, =0
_ - _
~ ~~ 7N v d

Basisvariable zu z* NBV zu x*

e Ebenso ein kanonisches Programm:

- In (LOP(3")) wird die Zeile B nach x,, aufgelds
(z}, wird neue BV).

t, dies geht, da ajz > 0.

Jetzt wird die Auflésung anstelle der 5. Zeile eingesetzt und aufserdem

Ty, in den iibrigen Zeilen eliminzert.

toren.

Wie bei (LOP(3’)) sieht man die Unabhéngigkeit der (neuen) Basisvek-

Die neuen rechten Seiten sind wieder nichtnegativ (~), da wir wieder

in einer Ecke sind.
Sind einige Null: ’Entartung von x*. ‘
Dann war aber oben schon ( nicht eindeutig b

estimmt.

e Jedenfalls kann mit x*, der neuen BL und dem neuen kanonischen Pro-
gramm (LOP(3"))* die Untersuchung neu begonnen werden.

. .. . ’ -
xy, =~ Elimination! @}z, = a1a(—. .. 25,0, --.)
Spalte «
1
/ a/l,a“%,m+1 a1, o i all,aa%,n — (v
Ty, T+ a1 m+1 — e TAppqr Tooot Tah ., Trg +... ayn — ala Tx, = \b1—
Q.
5 (LQ-},mJFl 1 aza bb
% — Tr, + al, TApn41 + ...+ a:/?ﬂ?/\ﬁ + ...+ al) Ty, = .50
N :
/ a;n,aa‘z-},m-#l "’;n.a !/ alrna 2‘371. /
Txm T S i Trppgy T oo F - a;a'a Trg +..-F Qmn — al zy, = by —
, chaly o , chal, 0 bl
Q— Cm‘f‘l_a;i—a ‘I.)\m+1+"'+ _aﬁa’ x/\ﬁ—{—...—f— Cn—T .Z'/\n+Q+a

Man erhalt diese Koeffizentenmatrix indem man die nach dem Basisaustausch

entstehende Matrix
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Austausch

¢
/ !/ !/
10 al, o 0 ay g oo 0L Ay,
/!
1 W,
Austausch: | | | , ) ) ,
Aa o O<ag, ... : o Lo ag,
/ /! !/
U oo L G -0 0 apy,

TV
Spalte 8 —T B

, an deren Bj-Anteil man det(B;) # 0 sieht, mit der Matrix

10 ... =2 ... 0
Ba
01 :
Elimination: Ej = Byt =i —— ... 1| multipliziert.
Ba
Inverse zu B; :
00 — Gha 1
Ba
Esist By' = E}- E7!
(E~! : Basisinverse der 1. kanonischen Form) B, - B, = B, - E, = E

3.2.2 Bemerkung

(E}) Basisinverse nach 1. Austauschschritt.
(E})~" Basisspaltenmatriz nach 1. Schritt.

— Jetzt wird ein neuer Austauschschritt mit neuer (mittels £} transformierten)
kanonischen Form durchgefiihrt.
Dies lieft neue Basisspaltenmatrix nach 2. Schritt:
(Eg)*l7 die Basisspalten liegen aber in der mittels Eé transformierten Form
vor! Riicktransformation:
= (E3)~'(E3) " ist also die Matrix der Basis in den urspriinglichen Spal-
ten (LOP(3’)) dargestellt.
Man erhélt also die Matriz der Basisinversen nach dem v. Schritt in der
nichtransformierten (also der (LOP(3’) ) Form so:

(*)| Ey-Ey'-...-E}-Ej- Ej
~—~

E selbst

— Die Basisinversen transformieren sich also schrittweise wie eine Matrix bei
Multiplikation mit einer Matrix Eg von links, also wie die Koeffizienten
des kanonischen Systems bei der 1. Auflésung zu (LOP(3"))*

— Schreibt man dabei E‘; in der Form
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E4+1: : -1 ]/,

e ...

) .
ma O

/
aﬁa

00 -

so sieht man, dass speicherplatzmdf$ig das Produkt (x) nur den Platz von
v Spalten fordert, aber die gesamte Information iiber die Basis bis zum v.
Schritt enthélt.

(= 7 Simplexmethode)

¢) |a,, > 0|fiir gewisse pu.

& entartet: b, = 0 fiir gewisse k.

Wie bei b) wird zu einer Nachbarecke z iibergegangen:

* . v v
Man muss | z), = Min % = -~ > 0
aﬁ%a>0 Ap,a aﬂ,a

jzt. auch =0 mogl., da Entar.

mit a/’g’a > ( bilden.

Man erhélt den (neuen) Eckpunkt: z -
}/\1 ZO, ,EEAﬂ:O,... ,%)\mzo; %Am+120,... , L) 20, , T\ =0
Fall 1) x5, > 0 — b}y > 0 — alles wie bei b).

B, b.,0,...,0) = p(2).

» Ymo

® 2 a,=0-0b,=07p) =
Man bleibt an derselben Ecke ]%.
* 0
Q=0Q. )
Da auch a;, , > 0 — Ubergang zu neuer BL mit neuen kanonischen Programm

0
moglich. Bei ¢2) bleiben wir bei P, gehen aber zu einer anderen BL iiber.
Sie kann Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen sein.

03.05.2021

3.3 Iteration (Simplexalgorithmus)

e Treten bei den Eckeniibergéngen keine Entartungen ein

= o der Simplexalgorithmus
(sukzessive Ausfiihrung, Ecke — Nachbarecke, BL — BL dieser Uberginge)
ist nach endlich vielen Schritten beendet.
e Man hat entweder das Minimum gefunden oder seine Nichtexistenz fest-
gestellt:

denn es kann eintreten:
a) Minimalpunkt erreicht,
Ende.

b) Minimalpunkt existiert nicht,
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c¢) Ubergang zur Nachbarecke mit kleinerem Q.
Riickkehr zum gleichen Punkt also unmaglich.
Da nur endlich viele Eckpunkte existieren
= ¢) kann nur endlich oft eintreten
= Ende nach a) oder b).

3.4 Die Simplextableaus
Fiir jede erreichte Ecke (oder BL) wird die kanonische Form in einem Tableau an-

gelegt: Tableau in )O(

NBV ® ,
BV Trper - Tag ... Tx, |re. Seite ||
/ / / / b]
{L‘)\l a17m+1 a/17a e CLLn bl m
‘ / / / / b-b
(0T, R K bl 7
/ / / /
T, T T b
0
—7i : c .o C .o =
Zielfkt A <0 !
! / / 0
Y-Probe Ol - o, .o, o

Ubergang zur nichsten BL:

L Test: ¢y 20,...,¢, 20 ja= Minimalpunkt (< Satz
nein = Ubergang!

II. 1. Auswahl eines ¢/, < 0. (« bestimmt die Pivot-spalte)
®

Test: Pivotspalte < 0 : ja = kein Minimum existiert,
nein = mit II. 2. fortsetzen

/

2. Fiir @}, > 0 bilde man " und trage dies in (¥) ein.

!
o

3. Der kleinste Quotient bestimmt die Pivotzeile 8 () |aj, : Pivotelement

Geméf S[28) (Austausch) wird das neue Tableau aufgestellt.
(Ensprechende kanonische Form: S[8)

III. Neues Tableau

1

7
A3q

1. Pivotelement —

2. Restliche Elemente der alten Pivotzeile -a,l
Ba

Restliche Elemente der alten Pivotspalte - (—a,l >
Ba
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Spalte
Spalte
Spalte

(m+1)

(n)

(rechte Seite) +

/
T gt

+ a/ﬁ,n
/
b

neue

7

Pivotspalte

Man braucht nur das neue kanonische Programm entsprechend abzuschreiben

SE9)

NBV ®
BV LAt Txg xn
7 7 T
_ Mg ot ay P / Do py
Ta | Gimt1 = g5 0g m41 a, Qi ~ . Ypn b — g0
Ba Bo Bex Bor
oz Lo ' — - —0
Aa a/ﬁa B,m+1 a/ﬁa afBa Bn (IIB& B
/ / / '
/ a / a / a / / a /
.T)\m am7m+1 — _agj aﬁ’m+1 ar/;z a’m7n - agj aﬁn bm aT’;: bﬁ
0
—Zielfkt Ao — 2 ¢, — Lea - ol
. mt+1 T ol CBmt1 aly noap, Bn o B
S Probe o B ia, ol o — ol a g Y
m+l o gmt1 s, n " ap “Bn e P
d-Test 1 1 1

Im Tableau steht —(), um einen durchgehenden Algorithmus zu erzeugen. Man

16st gewissermafsen das Problem

Der Algorithmus endet in endlich vielen Schritten, wenn einer der Tests positiv
ausfallt, in seltenen Féllen tritt ein Kreisen auf.

IV. Die Summenprobe

I 1 NMm
n 1 Cp, Zkz:l ak,u
0

—1-(-Q) - Tran

o
Im Ausgangstableau S.|31| setzen wir (x) 0

p=m+1,...,n
Im Gesamtschema ist also die Gesamtspaltensumme stets 1 (X-Test).
Diese 1 als Gesamtspaltensumme bleibt, wenn auch diese Zeile mit umgerechnet
wird.
Fiir eine Nichtpivotspalte gilt ndmlich: (etwa die 1.) (- :Pivotspalte)
(S 1. Spalte)
Hebt sich weg (1 (x)) bis auf +1faiq7777/+1

\ 1

D

a, ¢ o’
! ka1 l / a / a _
a’k,erl - al a,@,erl +CLI a6,7n+1+cm+1_a/ aﬁ,m+1+0m+1_a/ CLb,erl =1

k#£8 Ba Ba Ba Ba
l T T N ¢ T
' PPN VIS R S heben bis auf B
a5 mi1 B T o T T an wegheben bis auf ag ;11 .
a
Bom+1 [ ’ P A S S o R S
- a%a ( Zk;ﬁﬂ aka + 1 Co Ua) - a%a aﬁa - aﬁ,m-l—l

Im Falle ” Pivotspalte” Nur der Rest:
1 VA A ) 1) — T, . o
”/m < Ca Oy ZI«;&A’ (I'/\‘u + 1)

7
Agq a’Ba
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3.5 Anfangstableau

e Das Anfangstableau geht von der kanonischen Form (LOP(3’)) aus.
Diese (oder eine Anfangsecke) miissen erst erhalten werden:

e Liegt das Program in der Form (LOP(2)) vor:
Ax < b, Q = ¢’z = Min!, x>0,

(A: (m,n)— Matrix)
und ist b > 0, so ist der Nullpunkt Eckpunkt: Durch Einfiihrung der Schlupf-

variablen
Tn+1 ZO, ,l’n+m20 (/]\LOP 3)
gilt:
.
Tnt1 + apry +... + Ty = by >0
: =
3
Tnim + amry +... + Uy = bm >0 ra)
<
Q= co+...+ca, = Min! =
(n 4+ m Restrikt. mit ” =" erfiillt in der Ecke) “g
Tn41y--- 7mn+’ﬂi7 iL‘l)"' al‘@ <
BV NBV

e In der allgemeinen Form (LOP 3) dagegen:

Min(Q = cfz | 2 > 0,2z € R*, Az =
b,b > 0)
|(Ohne Rangvoraussetzung)| B leer!

> \
m=n

<
(mit b > 0) was stets geht

miisste gar keine Ecke existieren!

3.6 Methode der Schein- (oder kiinstlichen) Variablen (2-Phasen-

Methode)
e B C R" wird in einen konvexen Bereich B ¢ R**™ eingebettet, sodass | B = BNR".
R™ = {(z1,... ,%n,0,... ,0)} C Rn+m™
Rn
B c R




o In B sei eine Ecke bekannt. R
Jetzt wandert man mittels des Simplex-Algorithmus léngs B "auf B zu” und
hofft, eine Ecke von B zu erreichen.

B c Rt . Llyeen st Un s Tydly oo s Tontm - R ™,
n natirl. Var. m kiinstl. Var.
a11ry + ...+ apTn A+ Tpp =b >0
(3) A1 T1 + ... F QnTn ... + ZTpym =0, >0
' 1, e s Tpy Tpaly e s Togm > 0
o (3) ist kanonisch, {0,... 0. Zpi1 = b1y s Tgm = b }T
———
NBV BV

ist zuldssige BL, also Ecke (d.h. erste zulissige BL trivialerweise gegeben)
BNR" =B (da R" = {(x1,...,2,,0...,0)}).
"auf B zu” wird so abgearbeitet:

’U:xn+1+...+xn+m:1\/ﬁn!

Damit ist (§) ein Minimumsproblem!

= Simplexmethode zum Auffinden einer Anfangsecke benutzen!

3.6.1 Bemerkung

e Wenn FEntartung ausgeschlossen ist, so endet der Simplexalgorithmus
(im R/"f”’ nach endlich vielen Schritten) wegen U > 0 (und B +# () in einem Fckpunkt
von B.
Sei dort

1)

U* > 0= B leer.|

Wiire nimlich P € B ——— P € B. Aber in P wire U = 0.
B=BnR"
— Widerspruch zu Min — U/ > 0.

U* = 0 = als Minimalpunkt:
(7 >0,...,25 >0,z ,=0,...,25, . =0)

n+m
Also € B. Es ist eine Ecke von B:
n + m linear unabhéngige Zeilen miissen mit "=" (x) erfiillt werden, da er
Ecke von B ist.
Im R" (1= ... = Tpim = Q setzen) miissen

-~

N m+n /
davon n (linear unabhéngige) Zeilen iibrig bleiben:

n

n | Rang: n

%) Etwa folgende Gleichungen des Anfangsprogramms mit den kiinstlichen
Variablen werden mit "=" erfiillt:

34



* *
ailxi + ... + amxz + 37:;+1 =b (*/>
S e e T + +ah, =0 '
N 4
Ly =0 n
Ty, =0
J
Triq =0
n+ . B m
In—l—m -
(") Das sind einige der gegebenen eben die linear unabhéngigen (n)
3.7 Praktische Durchfiihrung
Umrechnung von U auf die Nichtbasisvariablen von (LOP 3):
m m m
U= g by, — 1 g i — ... — E un, |~ Tn
pn=1 n=1 pn=1
|- r (3 n n AR
(TSBYU =zp01+...+Tpam 2) by — Z‘jfl a1jxj + ...+ by — ZJ?I mjxjy = -/ )
Anfangstableau:
(n +m) —m = n verschiedene Komponenten bei NBV —
NBV
Bv 1 2 n
Ln+1 an aiz cee A1n b1
Tn4+m Am1 Am2 s o Qmn bm
—Zielfkt. | =X a1 =D, a2 - =D, Gm | — 0, by
*
Nach endlich vielen Schritten erhédlt man das Tableau fiir den Minimalpunkt P.
Tpt1 Tnts Tntm
$)\1 $>\2 :L‘)\n
Tx, i1 (Die griinen Spalten werden weggestrichen. Hier
: gilt x,, 41 = x),, also wird dieses entfernt)
x>\n+m

-U
Schlussfolgerungen: (aus dem Endtableau)

I) (=U) <0 = B leer. Fertig.

1) (—U) =0 = P Ecke von B.
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3.7.1 Bemerkung zu II:

Die Scheinvariablen konnen unter den NBV sein oder nicht!

IT a)

11 b)

NBV
—
(xn+1, ce ,xn+m) C (i/\l, . vx)\n)- (Voraussetzung: n > m)
(d.h. alle kiinstlichen Variablen sind NBV)
*
Der Fall ist moglich, da in P gilt U =0, also zy ., = ... =x; . = 0.
ES

(Ist P nicht entartet), so gilt |2} . >0,...,25 >0,

dies sind aber die , darunter konnen die Scheinvariablen nicht sein. Also
Fall IT a) tritt jetzt sicher ein).

Da (3) aus (3) durch Nullsetzen der Scheinvariablen entsteht, miissen die Spal-

ten zu w11, . .. , Ty, im Tableau (Anfangstableau fiir (3)) fiir ]>5 gestrichen werden
— (sieche S (unten)).

Jetzt eine BL bekannt. = Jetzt muss @) auf die restlichen (also zu (3) gehori-
gen) NBYV umgerechnet werden (Um kanonische Form fiir Zielfunktion zu erhalten!)
= Start zur ) - Optimerung.

x

Ist P entartet, so konnen einige der Scheinvariablen (also — 0 im Eckpunkt der ge-
fundenen Werte) unter den BV vorkommen. Man hat dann noch keine kanonische

Ausgangsform von (3) durch das Tableau fir P gefunden.

Man muss eine andere Basisdarstellung fiir P suchen, die die Scheinvariablen
nicht in der Basis enthalt. (Motiv fiir Basiswechsel ist jetzt nicht: Optimierung)

NBV nat. Var.
BV Txry - ce T,
Lrn1
Scheinvar.
a #0 0 (als Wert von 4, (da U* = 0))
:L‘)\n-ﬂ—m

Wenn ein o' # 0 in der Zeile einer Scheinvariablen in der Basis und einer Spalte einer
natirlichen Variable steht, wihlen wir dies als Pivotelement. Wir fiihren mit Schema

oben

Basiswechsel durch. Wegen der 0 bleiben alle rechten Seiten gleich. (siche Seite

[32) (Tableau) B0]e)) Damit natiirlich die Werte der Variablen in der Basisldsung

(=

den rechten Seiten, da NBV = 0). Man bleibt also an 1*3

= Man wiederholt diesen Ubergang mehrfach, bis

1.

2.

Keine Scheinvariablen mehr unter den BV = 11 a

Doch noch Scheinvariablen in der Basis, aber in den Zeilen kein @’ # 0 in
Spalten, die zu natirlichen Variablen gehoren.

Dies heifit:

In der zugehorigen kanonischen Form gibt es (Streichen —) Gleichungen, die nur
Scheinvariablen enthalten.
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Nullsetzen der Scheinvariablen(denn das ist Ubergang B — B) heifst: Gewisse Spal-
ten werden gestrichen (wie bei obigen Vorgehen), und gewisse Zeilen, namlich obige
Gleichungen, die nur Scheinvariablen enthalten.

Das neue Programm (3) (also seine jetzt ermittelte kanonische Form) hat weniger als
m Zeilen, d.h., der Rang von (3) war < m.

e Es ist damit in jedem Fall ein Ausgangstableau fiir die Optimierung von (3) erhalten
worden.
Freilich, um zum Tableau von P* zu kommen, miissten Kreise ausgeschlossen werden!

10.05.2021

3.8 Entartung

Bei der Beschreibung des Simplexalgorithmus wurde die Nichtentartung fiir die 7

benotigt:
Bestimmung von
G SR, . 2
@® SBO Ty, = a%lgoafa =750 (B ev. mehrdeut.)| .
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4 Lexikographische Simplexmethode (Methode der
Lexikographischen Auswahl des Pivotelements)

e Man erkennt bei b)(*)S[27] dass im Falle der Nichtentartung genau n—m Kan-
ten von einer Ecke ausgehen. (Man kann jede der Achsen xy,,,,,...,xy,) fir
Bestimmung eines 23 > 0 verwenden).

e Bei einer entarteten Ecke kann es aber passieren, dass, obwohl mehr als n —
m Kanten von der Ecke ausgehen, weniger als n — m (eventuell gar keine,
wenn alle b, 0, ... 0, = 0sind) Kanten durch die NBV einer Basisdarstellung
beschrieben werden.

e st die Ecke nicht Minimalpunkt, so muss in jedem Falle wenigstens eine nach
fallenden @ zeigende Kante geben. Diese muss aber nicht (unter den) durch
die gerade ausgewéhlten n —m Nichtbasisvariablen beschrieben sein (Fall ¢) 2.,

Seite [30)).

= Es ist so durchaus méglich, dass man immer in solchen Basisdarstellungen kreist,
welche die gesuchte Kante nicht erfassen. Man kann aber eine Vorschrift fiir
den Basiswechsel angeben, welche sicher auf eine Kante mit fallenden () fiihrt
(das Kreisen ist damit ausgeschlossen).
Ein praktisches Beispiel fiihrte noch nie zum Kreisen. Die bekannten Beispiele
sind konstruiert.
Es geniigt, die Regel fiir den Basiswechsel anzugeben:
Von Anfang an oder ab einer Entartung wird das Tableau erweitert: (Tableau

0
fiir P, Ecke)

Tt Tx,
/ / 7 7 7
T | Qi1 - G, | Do [0 o b,
/ / / ’ /
Tam | Uyt oo+ Qg | oo | O o0 B
/ / / 7 7
Cm+1 Ce Cp, ) z1 . Zn
J
-Q

Zielfunktion bleibt:
Q=cr+...+cpz,

e Es liegt fiir jede der m + 1 "rechten Seiten” ein LOP des Typs 3 vor.

e Jedes Tableau beschreibt einen Eckpunkt: (x =0,1,... ,m)

i — — — —}
ThApgr = - = Tr, = 0, Tx — blm ey TN, = bmh

—Q =z, [,21,...,%,] sind die jeweiligen Werte der Zielfunktion.

[

e Simultane Durchfiihrung des Simplexalgorithmus fiir alle rechten Spalten. (Die
neuen Spalten werden einfach mittransformiert).
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e Pivotelementbestimmung: (Programm x = 0)
a: <0

, ' v, _ . .
oE 1\/[111%a>0£0 =20 (B ev. nicht eindeutig)

/
Ao ag,

Bei Nichtentartung: Q* < QY (bzw. z§ > 2{).

Bei Entartung: 2, kann in mehreren Tableaus hintereinander konstant
bleiben (Kreisen).

Dies wird durch folgende Auswahlvorschrift ausgeschlossen:

a: d <0
) by b, b (7 %
B: Lex. Min. <a,L,a,” o) = )
a;m >0 pa - “po po Ba Ba
4.1 Definition
V10 = V20, - -+ , V1p = V2,

wy, wy € R = (Lexikographisch grofier), wenn

Vipt1 > Ugpp1, —1 Sv<m— 1

4.1.1 Bemerkung

Das ist eine Ordnung im R™"! mit den Eigenschaften:
Fiir u, w gilt genau eine der 3 Relationen:

U<w,u=w,w-<1u

1 u < w,w=<m= u=<m (Transitivitit)
20 u<w=u+m<w+m (Monotonie der Addition)
3 a>0,u<w= au < aw (Monotonie der Vielfachbildung)

w > 0 heikt lexikographisch positiv.

4.1.2 Bemerkung

Unter endlich vielen verschiedenen Vektoren gibt es genau einen Lexikographisch
kleinsten.

Praktisch: Man sucht die Vektoren mit minimalen 1. Koeffizienten, unter diesen die
mit min. zweiten...

(! Die lexikographische Auswahlregel enthélt die gewohnliche!)

4.2 Satz

Sind die Zeilenvektoren der rechten Seiten linear unabhdngig, so auch die sich ergeben-
den Zeilenvektoren im ndchsten Tableau.
Beweis: Da bei der Transformation nur die elementaren Umformungen

Zeile |1 — Z’“’ - Zeile B = Zeile p #
—— - Zeile = Zeile
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by — e v, — iy b, — i
107 @, Y0 o 1w Vs o ) o, 'Bm
1 7/ 1 77/ 1 7/
a%a bﬁo ) afga bﬁl ) ’ a%ab m
! ! i
/ _ Cma 1 / _ A 1/ / _ [N
bm(] af3a 50 ) bml alﬁa bﬁl ) e ’ bmm alﬁa b m

auftreten, bleibt der Rang der Matrix
bl - b,

/ /
(AP

erhalten,

damit die Zeilenunabhdngigkeit.
(*)

4.3 Satz

Die Wahl von [ ist stets eindeutig, wenn die Zeilenvektoren der Erweiterung linear
unabhdngig sind.
Beweis Gébe es némlich 2 7kleinste” Vektoren, so miissten sie gleich sein:

(b,/u07 te 7b:Lm) - (b{y(b tet 7bfym)
¢
> (\) > 0 > (da # 0), Klammern linear unabhéngig,
Widerspruch (x S.'
4.4 Satz

Sind die Zeilenvektoren der (vollen) rechten Seiten im Tableau lexikographisch positiv
und linear unabhéingig (wie Satz), so auch im néchsten Tableau. Beweis: Es
ergibt sich fiir die neue pu-te Zeile:

Blgs - V) — o2 (507""%’”) , fiir u #

( n0> ul"“ 7me) = 1 .
%( ,80’ 61,...7 Bm) ,fur[ll:/B

a) p = f3; da ajp, > 0 — fertig.

b) w3, aim < 0 — fertig. Auswahlvorjchrift fiir 3

) p# B, >0—= (b, .., ) = L( 100 V)
da [ eindeutig, (denn so wird 3 gerade nach Auswahlvorschrift bestimmt),
durchmultipliziert mit a,,,” = Behauptung folgt auch hier.

4.5 Satz

Der Zielvektor wird beim Ubergang Tableau (!)
— Tableau (*) stets lexikographisch grofier. (im Tableau: —@Q : Maximierung!)
Beweis: Bei der Tableautransformation gilt
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—~ =
/
(28,28 2m) = (o 2o 2) = (5 (Ba0s - -+ > Vgn)
N———
v > L0 =0

\ NN \ R g
(" =72 +y»2(2") = (>) Monotonie der Addition

J/

Dies gilt unabhdngig von der Entartung, auf die nirgends Bezug genommen wurde.
Wegen: Der Zielvektor wird lexikographisch gréfier, so wiederholt sich im Verfahren
kein Zielvektor und kein Tableau.
(Ein Tableau bestimmt den Zielvektor eindeutig.)
Es kann kein Kreisen mehr eintreten. Das Verfahren endet in endlich vielen Schritten!

4.5.1 Bemerkung

Die Regel wird praktisch wenig verwendet, da sie aufwendig ist. Man baut lieber
(etwa: 100-maliges Verbleiben am gleichen Eckpunkt) einen Stopbefehl (Q testen!) in
den gewohnlichen Algorithmus sein.

4.5.2 Bemerkung

Beispiel fiir die “ergdnzende Matrix™

/ /
bll . e blm

O =

/ : T

4.6 Umkehrsatz zum Minimalkriterium ((e) S.[26])

Tst Minimal(eck)punkt, so gibt es eine zugehorige Basislosung, so dass

/ Z O

/
Crni1 ooy >0

wird.

Beweis:

0 . . .

x nicht entartet: Behauptung folgt nach Seite [28 (~). Man kommt sonst zu einer
Ecke mit kleinerem Q).
(Behauptung folgt unmittelbar, da nur eine zugehorige BL existiert. )

0 .. . 0 . . . . .

x entartet: Man findet nach einigen Schritten zu z eine Basis mit lexikographisch

grofstem Zielvektor:

’ ’
(20y -+ 5 Zm)

Fiir diese Basis ist Behauptung erfiillt.

Wiére namlich ein (21 < 0 — Anwendung der Simplexmethode fiir

erweitertes Program mit verscharfter Auswahlregel ~ erhalten maximalen

Zielvektor, hier ist aber ¢y, 1 > 0,--- ,c; >0

= Es konnte zu einem weiteren Tableau mit noch grofserem Zielvektor
iibergegangen werden.
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Wie schon frither allgemein gezeigt (beginnend S., zeigt der jetzt allgemein giiltige
Simplexalgorithmus, dass das Minimum, falls es existiert, in einem Eckpunkt angenom-
men wird.
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5 Dualitatstheorie

c’r =@ = Min!
(LOP(3)):| Az =b (Rang A =m)
xr >0

0 Ax =0, ) )
e Betrachtung aller ”Schnittpunkte” P von { > 4 die n unabhéngige Re-
x —
<
striktionen mit 7 = ” erfiillen. (Die Ecken sind dann die zulédssigen Schnittpunkte).

0
Zu jedem (Schnittpunkt) P gehort (S) eine Basislosung

T
A1
: Z0
0 s
€r = 0
Ty, 0
0 _
xy, =0

sie ist zuldssig oder nicht, im Entartungsfall mehrdeutig.
Matrix der Basisvektoren: (Basisspalten) [Vektoren im R™|

iy, 0 Qi

= A (Basismatriz).
Amxy -+ Amr,

=20 =AM
,Uy,) T beliebiger Vektor im R™.
= |ATy= ¢

Also: Az® = AZ° = b
Sei (ul, c.

= (Cxnyy--- sCp, )T sind Hyperebenen im R™.
Der Schnittpunkt: o — AT

0

Also: P 2> T Ug (1—)> bei Entartung mehrdeut@'g)
0

Und Q=Q(1)=cTe=27

= P =T A =ul'b=bTu,

. Betrachtung des (zu (LOP(3)) dualen!) Problems

b'u =G = Max!
D.
(LOP(3))" : ATy <

air 0 Aml
(Rang AT : m, AT : (n, m)—Matrix,

Q1n Qmn

6 AT steht in dieser Vorlesung fiir die transponierte inverse Matrix von A
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Seine "Schnittpunkte” (also Punkte P, die m unabhingige Restriktionen mit

2 2

' =7 erfiillen): N
ATy = ¢ sind denen von (LOP(3)) durch die Basisvektoren (in AT):

= A"1— 2% = (2°0) € R" | eindeutig zugeordnet.

Also: P 1—)> uy — 2

(? bei Entartung ist Schritt "Schnittpkt.” — uy wieder mehrdeutig).

0 0

Und| Q =Q(z) =G) =G

PO ug =1« PO
Das (LOP(3))” ist vom Typ 1 und Rang AT = m.

5.1 Satz: schwache Dualitatsaussage

Ist = zulissig in (LOP(3)), u in (LOP(3))”, so ist
Q(z) = G(u).

Beweis: ATu<c=u"A<c" |-z >0 (x Spaltenvektor)
%
ul Ax < clo=Q(x)
= Gu)=u" b <cz=Q).

(LOP(3)) (PP) (LOP(3))? (DP)
Q=c'r =Minl,zeR" G =0b"u = Max!,ucR™
Axr =0b ATy <cTypl
r >0
Rang A =m Rang A =m

AT =b+ PO Schnittpunkt — PY : ATy =¢ — ATu® = ¢

(Zrrs B 0 etwa,
T (erfiillen <% linear unab- c=1(Cr,y- - Cn,)
BV|zx n 7
0 0 hanglge Restr. mit ” = ”’ (Dle Zeilen von A’ sind
Danpr = 00y @x, = 0) (Az = b,z £ 0) (ATu < ¢) Basisvektoren des R™, sie

~ BV(§> nicht notwendig die sind hier Normalen von m
iibrigen Restriktionen! Hyperebenen des R™)
¥ Wenn doch = es sind b= ATz
~0 =0 ~0 Ecken
At = Az + Ax = Az = )
b= A1
f% = (10'7 O)T
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A

o~ mit einem A erhélt man N
0 . - ’
0 eindeutig 0
PO—>x:<x> u <« PP

0 mit gegeb. A erhilt man
nicht eindeut. nicht eindeut.
bei Entartung bei Entartung

Qr) =To+ g =g =T A= (AT b= u Th = bTu = G(u)

Seien z,u jeweils beliebig, zuldssig in (3) bzw. (3)P — 2T ATu < 2%¢, dax >0

Q) =clow=a2Tc > 2TATu = (Az)Tu = bTu = G(u)
r € Bp— Q(x) > G(u) < uebBp

Beispiel:
x1 + 3z + x5 — Min zul. Pkt.:
2 — ]_ =
(LOP(3)): { "1 T =7 n =10
3$2 + Z3 =4 To = g
x1207x22071:320 $3:§
U2
uy + 4duy — Max
1- 0-uy <1 , i
(LoP@E)P: T S opt— ¢
2. Uy + 3- (%) S 3 Q _ —
O-ur+1-u <1 "
' : - \%

Q =0=u; +4us = uy = —leul

17.05.2021
5.1.1 Bemerkung: Skala fiir @, G
G(u) Q(z)
° | | ® > @, G wachsend
u € (3)P, zulissig  Gmaz Qmin x € (3), zuléssig

e Die Zielfunktionswerte von G fiir u zulissig in (3)? bilden untere Schranken fiir
Q).
Ebenso: Die "zulédssigen” @Q(x) bilden obere Schranken fiir G(u).
Also:
Ist z zuldssiger Schnittpunkt in (3) = der "zugeordnete ”"Schnittpunkt””  kann
allgemein nicht(!) zulissig sein in (3)P, da Q(x) = G(u).
(Gilt nur im Opt. bei zuléssig.)
Die zugeordneten Schnittpunkte kénnen im Allgemeinen nur in einem Pro-
gramm zuléssig sein.
Betrachtet man also zu u (zulissig in (3)”) den zugeordneten Punkt X, so ist
dieser allgemein nicht zuléssig in (3).
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Der Dualitatssatz

5.2 Satz: starker Dualitatssatz
Besitzt (3) ein (endliches) Optimum, so auch (3)” und umgekehrt. Die Optima werden

in "zugeordneten” Eckpunkten x,u angenommen und es gilt also

0

Qmin = Q(ZL‘) = G(QDL) = Gmaat .

Beweis:

a) 9 = ” .,

Nach Satz (S[1)) gilt:

e Satz A0 . . 0. : .
Hat (3) ein Minimum Satz B8, o auch einen Minimaleckpunkt x mit Basismatrix

A.

= 7u zeigen: = A~TZ ist dann der zugeordnete Eckpunkt

von (3)P und ist zuldssig:! < wesentlich (?) zu zeigen!
— BV T ¢
A=(Ad) = ()
— NBV A4).e=1z
bei geeigneter Umordnung der Spalten
= (3) hat die Form:

.0
Sei z =

Ro) 8

AT+ Az =
>0, 7>0

'z +¢'7 = Q = Min!

Das Dualproblem hat die Gestalt:

@ ()=

| bTu =G = Max! |

(nach entsprechender Umordnung der Zeilen).

Wir nutzen aus, dass z Eckpunkt ist: kanonische Form von (3) bei 2

-~ ~

T4+ ATTAT = A (1(3) - A~1); A : Basismatrix

T>0,7>

QO o B

=7+
4
BV ersetzen durch NBV
=T (A - AAD) + T2

=T 4 (@ —TAT A7

N J/

-~
c!' T

Da Minimalpunkt = Nach S. Minimalkriterium erfillt
= (so kann die Basis gewéhlt werden):
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' =C— ATATE> 0| = ATATé< ¢

Es sollte o auf Zulassigkeit gepriift werden: Einsetzen von o in obiges Restrik-
tionssystem ((e) priifen):

AT\ o AT (AT ~ . (ATATE (
;‘(ﬂ)“ - (@)A “=\ararz) =\e)

= zuldssig, ferner ein Eckpunkt (als "zugeordnet” zu :%), und es gilt nach Satz

(S[44] schwacher DS):
Qmin = Q(%) = G(ﬁ) > G(u) V zulissigen u.

also ist 1 Mazimalpunkt und

’ szn = Gmam~ ‘

b) ” ¢ 77:
Es besitze (3)” eine Maximallosung (ohne Vorzeichenbeschrinkung)

o foca g mitwz 0520

Werde v =c— ATu| gesetzt.

Schlupfvektor

= (3)P geht in ein LOP(3) iiber

—ATu+ ATg —v = —c Too: 3
= —ATy—v=—-—c=-G=-bT1y + b = Min! (*) yp:

ATu<e¢
3D. ~
( ) _ — in Rm+m+n
u>0u>0,v>0

|G = Max!

e Bildung des zu (*) dualen Problems: ("analog” (e))

—A —b
()P : A r<| b |,—clz =Max!
_E®) 0
U U
N—AT AT BT ), (u={T)])

() (%
(%) besitzt nach Voraussetzung (da Beweisteil b) eine Minimalldsung, das

Problem (+)” also eine Mazimallosung: .

o (%)P ist mit dem Ausgangsproblem LOP(3) gleichbedeutend:

<
Ax —b}:»;

—Ax < -b

—BWz <0} =[z>0];

also hat dieses LOP(3) einen Minimaleckpunkt,
nach a) hat dann auch 3% einen Mazimaleckpunkt,
beide sind zugeordnet, die Optima gleich.
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5.2.1 Bemerkung

Uber () hat man LOP(3) aus LOP(3)” zuriickerhalten.
LOP(3) heikt zu LOP(3)” primal.

5.3 Der Existenzsatz

Haben LOP(3) und LOP(3)” zulissige Elemente, so besitzen beide Optimallisungen
und die Optimalwerte sind gleich.

(Im Dualitétssatz existenz von Optima vorausgesetzt)

Beweis: Sei u zuldssig in LOP(3)” = G(%L) < Q(z) ¥V z zuldssig in LOP(3).
Da Q(x) nach unten beschrinkt = Simplezmethode liefert endliches

Minimum von Q.
Nach ” Dualititssatz” = G hat ein Max. und beide Optimalwerte sind gleich.

5.3.1 Bemerkung

Die FExistenz der Optima tritt stets in beiden dualen Problemen zugleich ein, also
auch die Nichtexistenz. Dies kann eintreten, wenn

19.05.2021

a) zuldssiger Bereich einer LOP-Aufgabe leer.

b) G bzw. Q nicht beschrinkt: G — +00,(Q) — —00

Es qilt:
LOP(3) nicht leer LOP(3) leer
LOP(3)” nicht leer | Min Q = Max G G —
(Satz (S.
LOP(3)? leer Q — —o0 keine @, G Werte
Beweis:

a) LOP(3) nicht leer. Dann gilt:

LOP(3)P leer | <«

al) Q — —oo. Wiirde U in LOP(3)P zulissig sein
= G(%L) < Q(z) Vin LOP(3) zuléssen x.
= Widerspruch zu Q — —oo.
a2) LOP(3)? leer. Wiire Q > konst. auf zuldssem Bereich in LOP(3), so liefert

Simplezxalgorithmus Qumin. Also existiert (Dualitdtssatz) Gax.
Also LOP(3)? nicht leer. Widerspruch.

b) LOP(3)” nicht leer.

= — | LOP(3) leer.

Beweis analog a).
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¢) Primal- und Dualaufgabe mit je leerem Bereich ist moglich:

Q) =x —xy —x3 = Min G=—-u;+0-uy, = Max
T1+ Ty — T3 =-—1 D U1 Sl
(3) o — T3 = 0 (3) U1 + U2 S —1
120,29 20,23 >0 —up —uy < —1
Es folgt ndmlich: x; = —1, Die letzten beiden Ungleichungen
nicht zuldssig, (3) leer. wiedersprechen sich. (3)” leer.
5.4 Beispiel
Primale Aufgabe: Duale Aufgabe:
1 + 229 + 3 — Min 3uq + 6ug + 3us — Max
Restriktionen: Restriktionen:
£I§'1+2£IZ'2— .1'3:3 Uy + u2+2u3§1
w1+5$2—{—21‘3:6 2u1+5u2—|—IU3§2
201+ x99+ 323 =3 —lug + 2us + 3uz < 1

120,20 20,23 >0

1 2 —1 1 1 2
A=1|1 5 2 AT=1[ 2 5 1
2 1 3 -1 2 3

5.5 Satz: (Folgerung)

(Im Dualsatz ”=-" nicht gezeigt!)

Ein zulissiges T ist Es gibt ein zuldssiges

Minimallosung von (3) = von (3)P mit Q(z) = G(u)
Y
u ist dann Mazimallosung von (3)P. (analog: (3)P — (3)).
Beweis:
L7«

Gilt Q(z) = G(u) fiir ein  und ein u
= Q(z) = G(u) < Q(z) VY zulissigen z
= Minimallosung.
Ebenso ist G(u) = Q(x) > G(u) V zulissigen u
= U Maximallosung.
I. 7=
Ist andererseits Minimallosung

= 7 als Basislosung eines Minimaleckpunktes existiert.
= das "zugeordnete” w erfiillt obige Bedingungen.
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5.6 Einschliellungssatz

Kennt man zu LOP(3) und LOP(3)P einen zulissigen Vektor z und zlz, so gilt

G(ZIL) S Gma.x - Qmin S Q(‘%)

5.6.1 Bemerkung

Es seien %,8 " zugeordnete” Schnittpunkte. Dann gilt fiur diese stets (S}44| bewiesen)

Sind sie zuldssig = Optimallosungen.
Alternative: Einer von beiden oder beide: unzuléssig.

5.7 Praktische Verwendung der Dualitatsbeziehungen

Man geht von einem Problem zum Dualproblem iiber, wenn z. Bsp.

a) dort ein Anfangseckpunkt leicht zu erkennen ist,

b) der Simplexalgorithmus voraussichtlich weniger Schritte erfordert.
Bemerkung zu b):

e Der Simplezalgorithmus eines Primalprogramms (PP) geht tiber die Ecken von
(8). [Simplexalgorithmus war am Programmtyp (3) erldutert].

e Der des Dualprogramms (DP) iiber die Ecken von (3)%.

e Projiziert man iiber die ” Zuordnung” diesen Simplexalgorithmus auf den (PP)-
Raum.
= o Man lauft iiber nicht zuldssige (« bei "Zuordnung” ZF-Werte gleich. zul. nur ein

Optimum) Schnittpunkte des (PP) (3) 3 = A/_chv — % = g_lb
A

o Man néhert sich also von auffen dem zuléssigen Bereich des (PP) und erst
der Optimalpunkt ist ”primal”-zuldssig.

e dualer Simplexalgorithmus
Die formelméRige Riickprojektion des Simplexalgorithmus von (3)P mittels der
" Zuordnung” fithrt zum dualen Simplexalgorithmus des (PPE.

5.8 Die Dualprogramme fiir die Typen (1), (2)

Az >0
e (LOP(2)) x >0
Q=c"r = Min!

A: (m,n)— Matrix
beR™

Schlupfvariable: y = (y1,... ,%n)? — man erhilt ein (LOP(3)).

"Lit. Werner, J: Numerische Mathematik Bd. 2, Vieweg
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(%)

Az —y=bx>0,y>0,Q ="z + 0"y = ¢’z = Min!

|} Dualitéit zwischen (3) und (3)”

AT c
(%) D) (—E(m)) u < (0(m)> ,bTu = G = Max!
(2)P) | ATy < c,u > 0,G = b"u = Max!
Das Programm (2)” ist wieder vom Typ (2). Schreibt man (2)” so:
2P — ATy > —c,u>0,—G = —b"u = Min!
=

(2)PP hat die Form

also:

—Ar < —b,x >0, —c'r = Max

=

Ax > b,z > 0,c'z = Min |,

(2)PP = (2).

e Hat man ein (LOP(1))
= Das (DP) ist vom Typ 3. (Wie Beweisteil b des Dualitétssatzes)

Ubersicht:

Dualitat zwischen (3)” und (3)

i
—ATu = —c ATy =c
_ < _
c?lj%ll\)/[in' < —cégf;MZXl = u=>0 < u>0
- . : —bTu = Min! Ty = Max!
(1) (3)P (3) (1)?
LOP DP
ATy =
Az > b (+) v=e
RAE T — u>0 (Typ3)
@ = ¢ v = Min! -
G = b'u = Max!
Ax > ATu < e
Typ 2 x>0 > u>0 (Typ2)
Q= 'z = Min! G = b'u = Max!
Ar =b ATy <c
Typ3| 2>0 “ (Typ 1)
Q = ¢’ = Min! G = bTu = Max!
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(x) (Sp1)

AT — AT —-E,v=0» ANT /7
T— _ T= - -
T —c'7+ 0,0 = Min! _ —
Az >b - ¢ 7+ Un A T b |
. ==72>0,7>0,v>0 = \_F v :
c’'z = Min m
(Problem mit T T T —
Vorzeichen beschr.) iy i Min; Z >0
0 v v
(Dual beziiglich (3))
b'u = Max!
ATy < ¢ - bTu = Max! D
~ATu<ec (AT, AT —E,)Tu < (¢, —c,0)T
T
—E,u<0
26.05.2021

5.9 Satz von Farkas
Das System

’Azzb,xZO‘ (I)

besitzt genau dann keine Losung, wenn das System

ATy <0,0Tu >0 (II)

eine Losung besitzt.
Beweis: Man betrachte die zueinander dualen linearen Probleme

(P) | Minimiere 07z auf Bp := {x € R" : x > 0, Ax = b}
(LOP(3))

und

(D) Maximiere b’ u auf Bp := {u € R™ : ATu < 0}.
(LOP(3))”

e Wegen 0 € Bp ist Bp # 0. (LOP(3))” nicht leer und (LOP(3)) leer 1 S.

e (I) hat genau dann keine Losung, wenn Bp leer ist. Dies ist wegen des starken
Dualititssatzes genau dann der Fall, wenn sup(D) = +o0, was wiederum &qui-
valent der Existenz einer Losung von (II) ist.

T b'u >0
ZF:  b'u = 400 <— { Y l6sbar

Restr.: ATu <0 ATy <0
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5.9.1 Bemerkung

Das Farkas-Lemma hat eine schéne geometrische Interpretation. Hierzu beachte man,
dass das System

’Ax:b,xEO‘ (I)

genau dann keine Losung besitzt, wenn

b¢ K:={Ax:z >0}

wenn b sich also nicht als nichtnegative Linearkombination der Spalten von A darstellen
lasst. Das Farkas-Lemma sagt aus, dass aus der Unlosbarkeit von (I) die Ewistenz
einer Losung u € R™ von

ATu <0,6Tu > 0 (1)

folgt. Definiert man mit diesem u die Hyperebene

H:={zeR™:u"2 =0}

durch den Nullpunkt, bezeichnet man ferner mit

H-:={zeRm™: vz <0}

einen zugehérigen Halbraum, soist K € H- undb ¢ H~. + (b"u > 0 wegen (II) ~b ¢ H™)
Folgende Abbildung verdeutlicht diese Aussage.

H-

H

Abbildung: Geometrische Interpretation des Farkas-Lemmas

Folgerung aus dem Satz von Farkas:

5.10 Satz

Ein lineares Ungleichungssystem Ax < b ist genau dann losbar, wenn fir alle u > 0
mit ATu = 0 gilt: b7u > 0.
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Beweis:

Az —Af+y=b

oAx§b<=>A$+y:b<:> r>0,7>0,
y=0 y 2> 0.
1 3
T
(A,—A,Em) :% =b
Yy
. e (%)
T
| =20
Yy

o Satz von Farkas =

AT
x) losbar <= Vumit | — u < +

l6sb v i AT 0

Em
gilt bv'u <0

e (+) entspricht:
—ATu <0 u<0 = Vu<0 —— { = } — plu>0.

w <0 - U—r—u u>0

Wir kommen nun zu einigen Alternativsitzen:

Alternative: Verbindung von Aussagen durch das ausschliekende "oder”
("entweder-oder”).

Diese Aussagenverbindung ist stets dann wahr, wenn genau eine der verbundenen

Aussagen wahr ist.

5.11 Satz: Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Entweder besitzt das Gleichungssystem Ax = b eine Losung oder das Gleichungssys-
tem ATu = 0,07 w = 1 ist l6sbar.
Beweis:

1) Zeigen, dass beide Systeme nicht gleichzeitig 16sbar sein kénnen.

2) Aus Unlosbarkeit des Systems Az = b folgt Losbarkeit des Systems
AT’y =0, bTy = 1. (und umgekehrt)

Zul) 1=0b"uy=2a" ATy = 270 = 0 Widerspruch!
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Zu 2) Az = b nicht 16sbar,

T
Az — A% = b nicht 16sbar,
2,2 >0,
AT <0
{ Satz Farkas —ATZL ; 0} ATy =0

Ju: ATu=0= b"u>0,

Ju : ATu = 0,b"u = 1 (Normierung!)

31.05.2021

5.12 Satz: Losbarkeit linearer Ungleichungen

Entweder ist Az < b ldsbar oder ATu = 0,0"u = —1,u > 0 losbar.

Beweis:

zul) =1 =0y > 2TATu=270=0 Widerspruch!
u>0

zu 2) Ax < b nicht 16sbar

()
1 1
X X
(A, —AE,) | 2 ]| =b,1 2 | =0 nicht 16sbar
Yy Yy
ﬁ Satz von Farkas
ATu =0 - ,
Ju : =b'u>0 (vgl. (+)S.|p4
U <0

w— —u:Ju>0:{ATu=0= bTu <0}

Normierung:
ATu=0
vl = —1 ist 16sbar
u>0

5.13 Satz: Nichtnegative Losungen von lin. Gleichungen

Entweder besitzt das System Az = b,z > 0 eine Losung oder A7u < 0,b7u > 0 ist
16sbar.

Beweis:

zul) 0<blu=aTATu < 270=0 Widerspruch!
x>0

zu 2.) Satz von Farkas anwenden
Ax

=0
} nicht 10sbar
>0

-
— Ju: ATu<0,bTu > 0.
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5.14 Satz: Nichtnegative Losungen von lin. Ungleichungen

Entweder ist Az < b,z > 0 losbar oder ATu > 0,b07u < 0,2 > 0 besitzt eine Losung.

Beweis:

1) 0>0"u > 2TATu > 270=0 Widerspruch!

u>0 x>0
A <b
2) =00 Licht 1oshar
x >0

T
()0

nicht losbar

r>0,y>0
1} Satz von Farkas
Ju ATy < 0und bTu >0
u<0
u— —u ATy > 0 und bTu < 0
u>0

5.14.1 Bemerkung

Der Satz tiber nichtnegative Lisungen linearer Gleichungen spielt fiir das Weitere eine
wichtige Rolle.

In diesem Satz ging es um die Existenz nicht-negativer Losungen linearer Gleichungen.
Aus diesem Satz kann man ein (z.B. fir die Behandlung der Dualitét) wichtiges
Ergebnis iiber schiefsymmetrische Matrizen folgern.

Als Vorbereitung dient der folgende Satz:

5.15 Satz

Die Systeme ATu > 0 und Az = 0,z > 0 besitzen Lisungen u, 2 mit ATy + 2 > 0,

Beweis: A = (a,...,a,)
e Fiir k=1,... ,n betrachten wir die Systeme
doaix; = —ag,x; > 0(i # k) (i)
=1
und
alu>0,i=1,...,n,i#k,alu>0. (ii)

e Nach dem Satz tber die Fxistenz nichtnegativer Losungen linearer Gleichungen
(Satz S. ist bei festem k genau eines dieser Systeme losbar.
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e Ist (i) ldsbar, so existiert ein Vektor

k . k
2" c R  mit A & =0,

0k
z >0

dessen k-te Komponente %kk =1 ist.

N . . 0k . 0k o
o Ist (i) lgsbar, so existiert ein Vektor u € R™mit AT 2" >0 470" <0(—1) —
AT(—aky >0, fiir den a] w >0 —al ik >0~ al (—a") >0 ist.
~~ ’ ’

0 k
u

e Die Indizes K, fiir die (i) losbar ist, wurden zu einer Indexmenge /; zusam-
mengefasst. Diejenigen, fiir die (ii) l0sbar ist, zu einer Indexmenge I5.

Es ist
LUIL = {1, ce ,n}, (gmmu eines dieser Systeme léjshar)
Il N IQ == Q)
Setzt man
0 0k
T = 5 T,
kel
0 0k .
U= u , so wird
kels
~Jeweils k—te Komp. >0
0 0 0 0 0
ATy >0, Axr =0, x>0, Ao+ T > 0.
0d.T=1>0
5.16 Satz

Sei A schiefsymmetrisch (AT = —A).
Dann ezistiert ein Vektor x € R™ mit

Ax >0, x>0, Az +x > 0.

Beweis: Wir betrachten die Systeme (+ Satz [5.17)

1AT=_A 1A
. A w w
Al > — — >0].
(A7) (En)y_() und | ( A,En)<z) 0/, (Z)_O
. . 000 .
Nach Satz [5.15| (S. |56|) existieren Losungen 1, w, z mit

Y>> 0,Ay>0,—Aw+ E,2 =010 >02>0

S.

at
—_
(@]

0 0 0 0
und Ay+w >0,y + 2z > 0. (Wegen Satz[5.1!

Wegeng:A@%$g3+Az%>0.
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o >0 % & erfiillt im Satz genannte Systeme
o AT+ 12 =AY+ AW+ Y+ w0
— Ay+w+y+ Aw > 0.

5.16.1 Folgerung: (A jetzt wieder beliebig)

Das System linearer homogener Ungleichungen

—Ax+t-b>0 y>0
+ATy —t-¢>0 >
by +clz >0 t > 0 (t skalar)

. . .. 000
hat mindestens eine Losung vy, z,t derart, dass

0 0
—Arx+t-b+y, >0

0
o 0 ’
ATy —t-c+ 29> 0 und 2 >0
0
t
70 70 Y
—b'y+cr+t>0
gilt.
Beweis: Folgt aus Satz [5.16|
0 —A +b| |y
+AT 0 —c| x| >0
t

"+ 0

~
schiefsymmetr. Matrix
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6 Okonomische Interpretation der Dualitéit

6.1 Produktionsplanungsmodell

Unter Kapazititsbeschrinkungen an bendtigten Hilfsmitteln will ein Betrieb einen

Produktionsplan aufstellen, der maximalen Gesamtgewinn liefert
(2)

LOP: Q =cl'z - Max —cTx —  Min
= LOP(2) x>0 & r >0
N Ax <b JLh > —=b
= Das hierzu duale Programm:
()7 _ ATy, < —¢
u >0
—bTy  — Max
T : 0
G =0"'u— Min bTu  — Min
LOP(2)" u>0 & u >0
ATy > e ATy >

Interpretation des dualen Programms:

Ein Konkurrent macht dem Betrieb das Angebot, alle m Hilfsmittel zu mieten bzw.
zu kaufen und bietet hierzu fiir das i-te Hilfsmittel u; > 0 Geldeinheiten pro Einheit.
Insgesamt sind seine Kosten 277:1 b;u; und diese wird er versuchen zu minimieren.
Der Betrieb geht auf diesen Vorschlag nur ein, wenn

Yoragui > | (J=1,...,n),

d.h., wenn der gezahlte Preis fiir samtliche Hilsmittel zur Produktion einer Einheit
des j-ten Produktes nicht kleiner ist, als der Reingewinn c;, den der Betrieb erhalten
hétte, wenn er die Produktion selbst durchfiithren wiirde.

Der Konkurrent hat also genau das duale Problem zu l6sen.

e Interpretation des schwachen Dualititssatzes:
Ist z € R™ ein zuldssiger Produktionsplan fiir den Betrieb und u € R™ ein
akzeptables Angebot des Konkurrenten, so ist

e <bvlu.

D.h., der Betrieb kann keinen grofieren Reingewinn machen, als den Betrag, den
er bei einem akzeptablen Angebot vom Konkurrenten erhalten wiirde (er erspart
sich sogar die Suche nach einem optimalen Produktionsplan).

e Interpretation des starken Dualitdtssatzes:
Der mazimale Reingewinn des Betriebs ist gleich den minimalen Kosten des
Konkurrenten (wenn zuléssige Produktionsplédne und akzeptable Angebote ex-
istieren).
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e Aussage des Satzes:
Ist 2* ein optimaler, zuldssiger Produktionsplan, mit einem Reingewinn ¢’ a*, so
gibt es ein fiir den Konkurrenten optimales, zuldssiges Angebot mit den Kosten

Va,u zul.

: .. AT NT oo — 0T Ao < T

bl = Lo cr<(Alu)y'x=u" Az <u'b
uw>c

BN N
ATy > Ax <b

Notwendigerweise gelten die Gleichgewichtsbedingungen

()| (ATu* = )Tz =0 |, | (b— Az*)Tu* = 0.

— Wird in einem optimalen Produktionsplan x* das j-te Produkt hergestellt,
ist also
x; >0,
so ist notwendig (ATu*); = ¢;.

— Wird die Kapazitdtsbeschrinkung fiir das i-te Hilfsmittel in einem opti-
malen Produktionsplan nicht voll ausgeschopft, ist also

(ASL’*)L < bi,

so ist notwendig u; = 0, der Konkurrent wird daher in einem fiir ihn
optimalen Angebot fiir das ¢-te Hilfsmittel nichts zahlen.

e Ahnliche Interpretation des dualen Problems und der Dualititsaussagen ist fiir
viele Probleme aus den Wirtschaftswissenschaften moglich.

o Weitere Interpretation der Losung des dualen Programms:
Geg.: LOP vom Typ 3

Q=clzr — Min
(PP) 2 - 2 z € R
Rang(A) = m.

Annahme: Simplexverfahren bricht mit einem nichtentarteten optimalen,
zuldssigen Basislosung x* zur Basis A ab,

BV:| & := A1 |sei positiver Vektor.
Bekannt (Dualitétssatz):

ist Losung des dualen Problems

b'u  — Max
(DP) | ATu <c¢
u €R™.

Ist Ab € R™ eine so kleine Storung von b, dass noch A=! - (b+ Ab) > 0,

so ist: N
o (Al(b + Ab))
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eine optimale, zuldssige Basislosung des gestorten Problems

Q=c'r — min
x>0
Ax = b+ Ab.

Dies folgt einfach aus dem schwachen Dualitéitssatz, wenn man

(A-Te)T
Ty =&AL (b+ Ab) = (b+ Ab)Tw’

beriicksichtigt.
Insbesondere ist

1 x" Lsg. d. Ausgangsprobl. u. DS

T2 = Ta* + (u)TAb

fiir alle hinreichend kleinen Ab.

Die Losung u* des dualen Programms (DP) zum ungestorten Programm (PP)
bestimmt daher die Sensitivitdt des Wertes des Ausgangsprogramms gegeniiber
Storungen der rechten Seite b. {U/ = (0 = Anderung v. b bewirkt ni(j:htsl}

In den Wirtschaftswissenschaften nennt man u* den Vektor der Schattenpreise.
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7 Das Transportproblem

Das einfache klassische Modell:
An m verschiedenen Lagerpldtzen lagern die Mengen (1t =1,...,m) eines
Produkts, an n Orten herrscht der Bedarf b; >0 (j =1,...,n).

Es sei Gesamtlager = Gesamtbedarf: | >, a; = >, b

x;; : Transport der Menge x;; vom Lager 7 zum Ort j. x;; > 0.
c;j « Transportkosten der Mengeneinheit vom Lager ¢ zum Ort j.

Problem:
Bei minimalen Kosten das Lager zu rdumen und den Bedarf vollstandig zu befriedigen.
Q=2 cyry =Ml | 3T wi=a XLy =b
=c'x = Min! 1=1,...,m i=1,...,n
S o= (211, T19, - Tln, 21, - - 5 Tran) € R™7T, entsprechend ¢ = . ..
Restriktionen:
b= (al,... ,am,bl,... ,bn) € Rmtn

A=(m+n,m-n) (! sehr grok)
Man erhélt ein LOP(3):

{QQ=c"v,Ax = b,z > 0} = Min!

Gestalt von A:

1---1
1---1 .
A= ij:1$1j:a1
1---1
m
LT T R et }nzizlfuzlh
——
n
m]glgcke

Infolge der einfachen (und bei Transportproblemen stets gleichen) Gestalt (und in-
folge der Grofse) hofft man, den Simplexalgorithmus zu vereinfachen.

FEigenschaften von A

L.r(Ay=m+n-—1
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Beweis:

rot Zeilennummern n — 1 Spalte vertauscht
!
1 1 -+ 1]1 1 1 1
1
1
A = Det h | = (=1)nL
c I |m (=1)

1 m+1

: 0

: —_——

11010 e 0 m-n-1 m

12---n—1 n 2n3n --- m-n

Die ersten n —1 7 1
— (-1

e Det entsteht aus A;

Spalten 1 bis n — 1 im Block 2 bis m gestrichen

letzte Zeile gestrichen!

e Insgesamt hat A m + n Zeilen, aber es gilt [A = (a,)]
m m+n Vs=1,...,n-m
Ears - Z Arg = 0 (.)
r=1 r=m+1

alle Zeilen von A also linear abhdngig.

7.0.1 Bemerkung

Die Gleichungen Az = b sind also genau dann ldsbar, wenn die rechten
Seiten dieselbe Abhdngigkeit zeigen:

n

Zai — ij = O
i=1

J=1

Das ist gerade erfiillt.

(:) Wegen (e) ist jede Zeile in den anderen linear darstellbar, wir streichen in
A die letzte. (Dies liefert A., entsprechend statt b: b). (rang A = m+n—1)
= Das Transportproblem ist nun vom Typ & mit reguldrer Matrix:

Arx =b,2>0,Q = ¢’z = Min!

2. Matriz von A hat nach Spaltenvertauschung Dreiecksgestalt. Es gilt sogar:

7.1 Satz

Jede Matriz von Basisspaltenvektoren (Basismatrix) von A hat (bei geeigneter
Anordnung von Zeilen und Spalten) Dreiecksgestalt.
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7.1.1 Bemerkung

Das bedeutet, setzt man in Az = b alle NBV Null, so entsteht fiir die BV ein
Gleichungssystem mit Dreiecksgestalt (ev. Umordnung!)

Beweis: In Ax = b streichen wir die NBV. Es bleiben die Gleichungen fiir die
BV iibrig! Jede dieser Gleichungen muss ein BV enthalten: Es wéren sonst in
einer Gleichung alle Koeffizenten 0 — da diese Zeile (da (:)) aus den iibrigen
linear kombinierbar ist, wiren die iibrigen linear abhdngig; Widerspruch zu:
"Basisordnung”.

Wir gehen wieder zu | Az = b,

und schreiben Az = b in Form eines 'magischen Rechtecks’:

weglassen

rn + T2 + ...+ Tipr + T = @1
+ + + +

Tor + X + ...+ Ty + Topy = Q2
+ + + +

S : '

+ +

Tmi + Tm2 + ... + Tom-1 T Tpw = Qpm
I I I I
b1 b bn_1 bn

7.1.2 Bemerkung

FEine der Zeilen- oder Spaltengleichungen enthélt nur eine BV.
Sonst miissten alle wenigstens 2 BV (und die)

09.06.2021

. Sind die a;, b; ganzzahlig, so auch die Werte der BV.

. Simplexmultiplikatoren:
Betrachten (LOP (3)): Q = ¢’z — Min!
Axr=b
x>0
A (m,n)—Matrix, Rang A = m, 2° BL.
Z Vektor der BV.
" 7 Vektor der NBV.

Seien |11 = (I, ... ,IT1,,)"
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@ -1+ @@ -1tz =Q-1p |

(*) _ Q—@O } n o »

N———— Dualitét
20

= AT+ Az =0b | 217
dr+d'T=Q

Bestimmungsgleichung fiir die 2 zugeordneten Simplexmultiplikatoren:

ATl =¢

II = A7| heift Vektor der Stmplexmultiplikatoren: FEntspricht der Bestim-
mungsgleichung fiir den 2 zugeordneten Schnittpunkt in Kapitel (Dualitat).

Optimalititskriterium: Ist fiir eine BL | — M7A > 0| erfiillt
= Fiir diese BL wird Minimum angenommen

7.2 Voruntersuchung fiir das Simplexverfahren beim Trans-

portproblem
. T Rang(A)=n+m—1-, . o
Sei 1" = (u1,... ,Um,V1,... ,0,_1) der Vektor der Simplexmultiplikatoren. Dann

muss sein Q — QO = Q - Zuiai o Zvjb'

J

m,n m n n—1 m
= E Cijxij — E Uy E .LLJ — E 'Uj E ng
,J ( J J (
_ —b.

QR =a; =0j

J— / .. 1 J — L R— —
= E vy (mit ¢ ;= ¢ j —u; — vj,v, = 0)
"j

= Q _ QO (;> Q _ Zul% — Zvjbj
i J
T " (%) Simplexmultiplikatoren

Sei x;; Basisvariable. Die Bedingung fir Simplexmultiplikatoren liefert:

(~) ’ w; +v; = ¢;; | fir z;; Basisvariable

(~) hat Dreiecksgestalt! (Eig. 4.)
Wenn die u;, v; ganzzahlig sind ("Dreicksauflosung") — ¢}, ganzzahlig.
Zur Basis gehort folgendes kanonisches System:
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A7 +ﬁ§3 =0

~—1~ ~—1_

- T +A Az =A b
=/ _
(0) — I +AT =0

1 4
erscheinen im Simplextableau

b =% Wert der 7 fiir 7 = 0, Ecke.
(Das System (Berechnung (1(1 BV! =) A =0 ISt dreieckig)

~ ~/

AA = A ist System fiir A Die spalten von A berechnen sich aus demselben System

wie b , wenn man b durch die Spalten von A ersetzt!

Behauptung:
~/

Die Matrix A im kanonischen System enthélt nur die Zahlen 0,1, —1
(da Determin. unimodular ist)

Beweis: _ .
(%) Seite 64| entspricht dem System mit Matrix A!:  AA = A

Die Spalten von A enthalten 0...1...0 in den erstem m Zeilen,
0...1...01in den zweiten n — 1 Zeilen.

Dreiecksauflosung (wie unter (+)!)

In der Losung tritt hochstens auf: 0,1, —1.

14.06.2021

7.3 Das Simplexverfahren beim Transportproblem

e Es sei eine Basis (ein Eckpunkt) gegeben. Die zugehorigen BV werden durch
FEintragung ihrer Werte in eine x;;-Tabelle markiert, diese Tabelle sei dem
"magischen Rechteck” nachgebildet.

e Dazu wird eine "gleichgrofie” Tabelle der c¢;; (gerdndert mit den entsprechen-
den Simplexmultiplikatoren uy, ... ,u, v1,... ,v,) erstellt, wobei die ¢;; aus der
gegebenen Zielfunktion an die BV-Platze angeschrieben werden.

Z;; : (insges. m +n —1) Cij

T12 Tin aq CH @ 013 .. @ (VA
J
T12 x23 az @ Chy @ - Cop Uz

/ /
Tm3 Tmn Am Cm1 Cm2 @ s @ U,
U2 U3 Un

(%1

e Von selbst ergibt sich: ((~) S[65): Die u;, v; lassen sich durch Dreicksauflésung
aus

U; +"Uj = Cij

<— Bestimmungsglg. der Simplex.mult.
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n + m — 1 Gleichungen fiir n + m Variablen
fir eingetragene c;;, v, = 0! (sukzessive) berechnen.

N eine belieb. setzen (wegen Zeilen abhéng.)

e Jetzt werden die ¢}; berechnet: (vgl. 5.[65) (?)

c;j =Cjyj —U; —V; < charakt. Zeile bei Simplexmethode

und in die ¢;;-Tabelle eingetragen: @ heifst 70”7, da ¢}, = 0 fiir z1» Basisvari-
ablenstelle.

— Wegen S. [65] (Q — Q°) liefern beide Tabellen dieselbe Information wie das
Simplextableau
— jetzt ist MIN-Test auszufiihren.

— MINIMUMTEST: MIN erreicht <— | ¢,. > 0| — Basisiibergang.
ja

nein

— Basistibergang: Min c;j = ¢ Eswird zy neu in die Basis eingefiihrt.
l’-]

4
alte NBV

Dazu wachse z; auf T =0 >0. (vgl. Simplexalgorithmus Auswahl Pivotelement)
Da (8. , (©)) o

~ — 17~ -/

T+ A TAT =D
gelten muss, berechnet man die Anderungen der alten BV-Werte: so dass Zeilen-
u. Spaltensummen erhalten bleiben

~ ~ =/ -/
(LU + A.Y?) + A'Spalte st 5 =b.

eindeut. Zyklus, so dass Zeilen auf Spaltensumme gleich!

Diese Spalte enthélt nur die Zahlen 0,1, —1.

~/
~ =/ ~ —

Da: 7 =b=|A7+A
alte BV

0=0,

‘Spaltc st ’

also: Az kann nur 0,49, —¢ in seinen Komponenten enthalten. Diesen System
wird von der z;; Tabelle dargestellt, wenn x4 = 0 (« Stelle) eingetragen ist:
Man findet die Az durch Dreiecksauflosung, da

(rechte Seite Null!)

AAF+A4l s | =0
0

Dreiecksgestalt hat und das homogene Gleichungssystem beziiglich der z;;-
Tabelle ist.
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Bestimmung von §: x + Ax > 0 bleibe, jedoch mindestens eine Komponente
neu verschwinde.
Dann ist natiirlich eine neue Ecke erreicht:
Wir suchen also:

M}n (wij) = xsr Festlegung von § (+ Wert):

mit ZAfij =—0 -

Anlegen einer neuen z;;-Tabelle, in die die neuen BV eingetragen werden.

e Neu in der Basis: x’, = 0. BV (neu)

e Herausgenommen: xgs,
Im Algorithmus sind wir wieder an der Stelle, die zugehdrige c};-Tabelle
aufzustellen.

Tritt bei Basisvariablen der Wert 0 auf (er wird nattirlich ebenso eingetragen),
so liegt Entartung vor.

Kreisen ist denkbar.

Man beweistﬂ dass der Entartungsfall durch Stérungsrechnung (+ Entartung) zu
beheben ist.

Der Simplexalgorithmus fiihrt stets zu einem endlichen Minimum, denn der
zuléssige Bereich ist stets nichtleer und beschrinkt:

Da Zal>O,Zb]>O=>Zal:Zb]:p>O

ist zuldssige Losung:

sz‘j:zalbjzﬂzb]:&p:al
J J p J p

p
aib-
D= =0,
i ;P
Die Beschranktheit des Bereiches:
0<ay < Zazsj =as (s,t bel.)

J

Es bleibt noch die Bestimmung eines "guten” Anfangseckpunktes.

16.06.2021

Die in der letzten Vorlesung dargestellten theoretischen Schritte zum Simplex-Algorithmus
fiir Transportprobleme der Form

¢’ — min

Ar =10
z >0

sollen jetzt durch ein Beispiel illustiert werden:

8Dantzig, S.351, Lin. Progr. und Erweiterungen
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7.4 Beispiel zum Transportproblem

6
2
2 15 2 3
b= |2 ¢l 001 3 2
4 2 0 1 2
3
1

m=3n=4m+n—1=6

= Eine Basislosung muss mindestens m-n — (m+mn — 1) verschwindende Variable
haben:
Im Beispiel: 3-4—-(34+4—1)=6

Wir tragen jetzt die Basisvariablen in ein Tableau ein, das dem "magischen Rechteck”
nachgebildet ist.
Dazu verwenden wir die "Nordwesteckenregel” und deklarieren @ als Basisvariable:

1. Basislosung (entartet): "Nordwesteckenregel”

240 4-9 J 6
0+0 2-0 2
Lij - 1+5 1-6 2
a/.
2 4 3 1 !
b;

Aus den Bedingungen fiir
die Simplexmultiplikatoren
wissen wir:

® U +V; = ¢y

/o
.Cij—cij_ui_vj

An den Basisvariablen-Plétzen tragen wir die ¢;; ein:

© ® -5 -5 38
3 @O @ -2 4 (¢ij')-Tabelle gerdndert mit den
i | T 1 O @ 2 Simplexmultiplikatoren 7’

7 _3 _1 0 u; | bedeutet = 0 in ¢;;’-Tab.

Uj

1 Beginn: vy = 0 setzen
Minimumstest:
Min, j¢;;’ = =5 m 0 eingefithren: ¢
Min(zyj —6) =1—6=25 —6=0=>6=1
Jetzt: Neue BV-Tabelle aufschreiben und néchste Iteration durchfiihren:

Ubungsaufgabe
= Theoretische Beschreibung:
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7.5 Bestimmung einer Anfangsbasislosung (Anfangseckpunkt)
(Nordwesteckenregel)

e Eine Basislésung miisste n-m —(n +m — 1) Nullen (mindestens) enthalten.
\,-/] : N——m
Var. Zah Rang

e Finde man eine Losung x;; (zuldssig) mit n-m — (n+m — 1) Nullen und lieke
sich das Gleichungssystem

|

I
Q

i
i

~

c = Min,z > 0

nach den restlichen n +m — 1 eindeutig ausflosen (— Koeff. det.: Rang n +

m — 1), so hat man eine BL.

e Um das zu erzeugen (dies ist insbesondere gesichert, wenn Dreiecksauflosung vorliegt),
wird z; als BV deklariert.

Dazu: Falls

1 <b: di tl. Zeil L T1p

) ay < by %e res eile 119, T13, L T1 als NBV
2) ay > by die restl. Spalte o1, 231, ..., Ty,

Jetzt errechnet sich x1; (— Wert der BV x17) zu 1) a; oder 2) by Min(ay, b,).
Jedenfalls ist x1; = a1 oder by zuldssig. (Da a; oder by beide > 0).

a; < by 1) 1. Spalte

e Wir setzen den Wert von 24 in ar > by 2) 1. Zeile

ein und bringen ihn

1) auf die untere Seite and streichen die 1. Zeile
2) auf die rechte Seite linke Spalte
e Die z;;-Tabelle mit gestrichener L. Zeile beschreibt die restlichen Glei-

linken Spalte
chungen wvollstindig.

Es bleiben n 4+ m — 2 restliche Gleichungen. Die reduzierte Tabelle hat dieselbe
Struktur wie die urspriingliche!
Die "rechten” und "unteren” Seiten sind ndmlich weiterhin nichtnegativ: Wegen

Wahl der Vorzeichen in 1) und 2).
o Wiederholung der Prozedur der Nordwesteckenregel mit dem reduzierten Schema.

Das Verfahren endet in folgender Alternative:

a) Es ist nur noch die letzte Zeile da:

Falle: 1) af < b}
2) aj > b]
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ANFANG hier keine GIl. | bap > by

F11 T2 ... Tipml T ax —by =aj
F21 Ta2 ... Topo1 Top a = a;
=a’ *
xlml Tm2 - Tmn—1 Tmn A, m
! 7% *
4)1 by R bp_1 % Z bj < Z a,;
I I
* *
bQ bn—l l/
stets da b,, > 0 stets fehlt
* D. i. ein Gleichungssystem (n - s senkrecht , 1 waagerecht)
LToms -+ I ar e 7. R . _ 7%
Z;t Z;”” ‘ Z/b* ri o als BV: [ x5 = fo e Tn—1 = 0F
s o ‘ . J m |:I"IIIII, = Qpy — Tms — "~ Tmn—1 >0

b) oder die letzte Spalte:

Jetzt betrachtet man die Prozedur: Alle NBV-Nullen eingetragen denken
— die BV sind durch A Auflésung gewonnen worden.

Eindeutige Losung: zy, = aj, ... ,Tmn = a;,

= In beiden Fallen hat man "aus jeder der n + m — 1 Gleichungen des
"x;-Schemas” 7 je eine BV bestimmt — n +m — 1 BV.
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8 Spieltheorie (Matrixspiele)

e Gegeben sei eine Ausszahlungsmatriz

A= (aij) ;5 nicht negativ oder negativ (KEINE Beschrankung!)
(Typ: m x n)
zwei Spieler: R, S S
’ . P h.
R wdihlt (geheim) Zeile i, R St S
S wdhlt (geheim) Spalte j; St. 0o -1 1

P. 1 0 -1
Sch. | =1 1 0

Bekanntgabe der Aktionen (also: R : 4,5 : j)
Es sollten jetzt mehrfach solche Spielrunden gespielt werden.

e Annahme: Beide Spieler spielen nach einer "zufillig” gemischten Strategie:

@ wahlt in jeder Runde Zeile ¢ mit Wahrscheinlichkeit x;, wobei
T1+...+z,=1
(vollstdndige Aufspaltung des Ereignisfeldes)
0<z; <1
(S) wahlt mit jeder Runde Spalte j mit Wahrscheinlichkeit y;, wobei

Y1+ ...+ y, =1,
OSyjél

e Erwartungswert der Auszahlungen von S an R pro Runde (mittlerer Gewinn
von R pro Runde):

Zi,j aijTiY; | = T1anY1 + T1a12Y2 + ...+ Tinlmnln

Ziel von R: Mazximum der Auszahlung durch geschickte Wahl seiner Strategie
= (11,...,2,)" zu sichern.
Ziel von S: Minimum der Auszahlung
Yido,, =Ly=0
Die Auszahlung hangt aber von beiden Strategien (Spielern) ab — typische
Konfliktsituation.

@ verhilt sich konservativ. FEr denkt sich, dass dem Spieler S seine Strategie
bekannt ist, sodass, wenn er 2° spielt, S ein y wihlt, sodass die Auszahlung

0
Z%‘% Y
ij
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klein wird.
Da

0 0 . 0
g T;YiQi5 = g Yj g ai;T; > E y;Min; g T; Qij
i j i ~—— i
=1

:Minj E .T?aij,
i

folgt

: 0 : 0,  — 0
Min) ja;jziy; > Min) ala;; = > xlag,.
T 7 i

Die Auszahlung fiir (’ Yi, = L, y; = O‘ sonst) ist gerade

0
> T Aj(a0),

folglich ist dieser Wert das

(TL> l\ﬁlly Z (11']'.1"(]-’)((/[ = l\ﬁllv/' Z .1,'5')(1,,',4]‘

ij i
. 0 0
Min,, E i T; Y = E T Uij(20)
ij i

auf diesen Wert kann S die Auszahlung driicken.

R muss also seine Strategie x so wahlen, dass dieses Minimum mdglichst grofS
ist:

T (.) Mjinzq;iaij = szaz]($) = Max! = 20

z>0,>"" z;=1

Es wird dann R folgende mittlere Auszahlung erreichen:

v = Max Mln inaij
X

J i

2 heillt optimale Strategie : R ist bei 2° eine mittlere Auszahlung sicher,
ungeachtet der Spielweise von S. Bei allen anderen Strategien muss R bei
geeigneten Gegenspiel von S mit einer kleineren Auszahlung rechnen.

Berechnung von z°:

v; = Max ,_iIin > xia;
x>0 I
in =1 I
= Max Max L = Max L
x>0 L< inaij T > 0, inaij > L

j:l,-..’ﬂ/ Z{ﬂi:l,j:l,---,n

L kann ; 0 sein = wir setzen

‘ —L = Tm4+1 — Tm+2
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mit 1 > 0,242 >0
= Die Maximierungsaufgabe hat die Gestalt:

DTl + Timgp1 — Ty > 0,7 =1,....n
i=1
(%) > > 1, =) > —1
(LOP(2)) = =1
;> 0i=1,... , m+2;
| Tm+1 — Tm42 — —L = Min!
Falls Optimallosung vorhanden, liefert sie mit (ZEE yee ,57,2) die optimale Strate-
gie fiir R und mit
e 0 e 0
V1 = —Tmt1 + T2

den mittleren Auszahlungswert.

23.06.2021

@ verhilt sich konservativ. Er rechnet damit, dass seine Strategie y° dem Spieler
R bekannt ist.
R wird vermutlich so spielen, dass die Auszahlung

> Qij T y?

]

mazimal wird, und es gilt analog zu oben

Max Y z; 4 ai; = Max Y o) ay;
TG g

S muss also, da er an einer kleinen Auszahlung interessiert ist, sein Strategie y
so wahlen:
.y , dass obiger Maximalwert moglichst klein wird:

Max ) y;a;; = Min!
y=>0

Yyi=1
j=1

Die mittlere Auszahlung des Spieles betrigt dann

vy = Min Max ) y; aij,
v o5
j

Tyo ist fiir S die optimale Strategie, denn S kann eine mittlere Auszahlung vs an
R bei Tyo erwarten, ohne Riicksicht auf das Gegenspiel von R.

Weicht er (S) von .yo ab, so muss er bei geeigneten Gegenspiel von R mit einer
grofseren Auszahlung an R rechnen.

Zur Berechnung von .yo wird folgendes (LOP(2)) aufgestellt:
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=1, ,m

= Mi M S
Vg in ax Z Yiai;
j

y=>0
Yyi=1 !
= Min Min K = Min K
Y K > ﬁjyjaij y = 0,%:%% <K
z’:l,?--,m ixizl,i:1,~~,m
J

Da K beliebige Vorzeichen hat, setzen wir

’ —-K = Ynt+1 — Ynit2,

Yn+1 Z ann+2 Z 07
also gilt fiir das Mintmalproblem:

AiY; + Yn+1 — Yny2 <0 (i=1,...,m)
1

n

j
j= j=
Yni1l — Ynao = —K = Max!

Falls Optimallosung vorhanden, ist mit ( g}lo, e g;no) die optimale Strategie fiir
S und mit

e 0 e 0
Vo2 = —Yn+1 + Yn+2

die mittlere Auszahlung an R gegeben.

8.0.1 Bemerkungen

1) (1) = (x)

2) Da beide Probleme zuldssige Losungen besitzen (jedes  mit > x; = 1, jedes
y mit Y y; = 1 ist zuléissig (Timt1, Tmt2, Ynt1, Ynto entsprechend gewdhlt)), be-
sitzt nach der Dualitdtstheorie (%) ein Minimum — 7L = —uvy, (**) ein Maximum
— K = —wv, und beide sind gleich:

V1 = V2 =0

v heiltt Wert des Spieles.

.xo, Tyo heifsen Liosung des Matrizspieles.

3) Es gilt der Minimazsatz (von Neumann)

v = Max (Minsziyjaij> = Min <Max22xiyjaij>
z 7 v @ T

L)

[ J/ N

-~

~
v1 (=Seite [73) v2

mit x >0,y > 0,3 2 = 1,377 y; = 1, (in Bereich der gem. Strat.)
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4) Durch Angabe der beiden optimalen Strategien +°.y" und dem Wert des Spieles:
v ist das Spiel "vollstéandig gelost” in folgenden Sinne:

a) Befolgt R : %"-er kann bei jedem Gegenspiel von S mindestens die Auszahlung

v erreichen:

223 dayy; >

. e ( . e (
Mlnz T AiY; = MIHZ T Qij | =V
Y () 7

b) Befolgt R nicht ?1;0, so kann S die Auszahlung eventuell unter v driicken.

c) Selbst wenn R weik, dass S konservativ (spielt) (also fyo), so kann R trotz
dieser Information die Auszahlung nicht gréffer als v machen:

szz Yj az] =

Max > > x; ].JjOCLij (:) Max 3./j0aij =U
Ty *)oor g

d) Bei diesem wvollstindigen Einblick ist es fiir beide Spieler am giinstigsten,

ihre optimalen Strategien zu wahlen: .3;0, E/O. Es folgt fiir diese Wahl:

v =Min, Y >, I7 ygaz] <D0 T Yj i e 0
v =Max, ), Z Z; y; ai; >y, Z Ti Yj Aij

e0e0

e0e0 = ZZ xzawy]
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9 Das Karmarkar-Verfahren

e Simplexalgorithmus:
Hat sich in Praxis sehr bewéhrt, ist aber “ein im schlechtesten Fall schlechtes
Verfahren” in dem Sinne, dass es Beispiele gibt, in welchen das Simplexverfahren
samtliche Ecken von B durchlauft.
aber: "im Mittel ein gutes Verfahren”.

e Karmarkar-Verfahren (1984):
" Ein im schlechtesten Fall gutes Varfahren”, von dem aber zumindest der Au-
tor behauptete, dass es bei Problemen aus der Praxis wesentlich schneller als
das Simplexverfahren sei. Diese Behauptung schein noch nicht bewiesen zu sein.
aber: Anzeichen dafiir, dass geeignete Implementationen des Karmarkar-Verfahres
gerade fiir grofe lineare Optimierungsaufgaben konkurrenzfihig. [’

9.1 Das Karmarkar-Verfahren

Motwwation:
Gegeben sei das lineare Programm

'z — min
reR”
(P) B = A x = 0
el n
z >0

Voraussetzungen:
ceR",A:(m,n)— Matriz mit n > 2,e:=(1,...,1)T € R™.
Zusatzlich wird vorausgesetzt, dass
(V) : {ang (A)=m. 4oy
min (P) =0
Ist (V) erfiillt: ”(P) ist in Karmarkar-Normalform” gegeben.

e Ein (allgemeines) lineares Programm kann auf Karmarkar-Normalform zurick-

gefiihrt werden (] S[82).

Das von Karmarkar entwickelte Verfahren léft sich nun sehr einfach angeben
und lautet folgendermafien:

9.1.1 Algorithmus

e Input: Gegeben sei das lineare Programm (P), Voraussetzung (V') sei erfillt.

Sei|a € (0,1),|/r:=+/n/(n—1) und .

9Neue Entwicklung auf dem Gebiet der linearen Optimierung
Zimmermann (1988), Goldfarb / Todd (1989)
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o Fiir k=0,1,...:

1% Falls ¢'z% = 0 = STOP.
Andernfalls: Gehe zu 2°. Output: z* (ist Losung von (P)).

20 Setze
— s k k
Dy := diag(xy,... ,x)) ‘

n x n Diagonalmatrix, die die Komponenten von z* in der Diagonalen enthilt

B (ADk)

k= .
eT

Gehe zu 3"

39 Berechne

p
Yt = e — ar

g+l

koo

Setze x 21 gehe zu 1°.

Die Durchfiihrbarkeit des Karmarkar-Verfahrens wird in Lemma (S[82) bewiesen,
grob gesagt bedeutet das den Nachweis, dass nicht durch Null dividiert wird.
9.1.2 DMotivation des Verfahrens

Annahme:
xr € B mit > 0 sei eine aktuelle Naherung, die keine Losung ist = ¢’z > 0.
(Wie im Algemeinen angegeben:)

D :=diag(zy, ... ,x,)

(n x n - Diagonalmatrix, die die Komponenten von x in der Diagonalen enthélt).
Mit

B :={zeR" : e'2=n,2>0}

ist das Ausgangsproblem gegeben durch

(P) |cz—  nun
z€Kern(A)NBO

Definiert man die projektive Transformation
T:8B°—=B°

durch




d.h., die aktuelle Nidherung x wird in den Schwerpunkt e von B° abgebildet. T : x — e
Ferner bildet T' B eindeutig auf sich ab.
Die inverse Transformation T : B® — B ist durch

n

z=T"y) Dy| (o)

= i

gegeben.

Schreibt man das Ausgangsproblem (7) in der transformierten Variablen y (d.h.,
man ersetzt z durch 77 '(y)), so erhilt man das adquivalente lineare Quotienten-
Optimierungsproblem:

(P):z€ Kern(A) <— Az=0

() A <”Dy) =0+ AD(y)=0

xTy

D T
(Do) y Min

da D = D" :
( & ) " IL‘Ty yeKern(AD)NBO

t(~):eTy=n
Wegen Voraussetzung Min(P) = 0, ist dieses Problem wieder dquivalent zu

P, De)ly — Mi .
( T> ( C) 4 yEKern(l/{lD)ﬁBo

30.06.2021

also:

x* ist Losung von (P)| <= |y* := T'(«*) ist Losung von (Pr)

Nun ist das transformierte Problem (Pr) genauso schwer oder leicht zu l6sen wie das
Ausgangsproblem (P).

Auf den ersten Blick hat es lediglich den Vorteil, dass der Schwerpunkt e von B°
zuldssig fiir (Pr) ist.

Entscheidende Idee von Karmarkar:

(Pr) aks Relaxation einer geschlossen 16sbaren, nichtlinear restringierten Optimierungs-
aufgabe auffassen!

~ Grundlage hierfiir

9.2 Lemma

Sei
B :={yeR":ely=n,y>0}|
K(e,0) ={yeR":ely =n,|ly —e||s <5}
= Mit r:= \/n/(n—1),R:=+/n(n—1) und a € (0,1) ist

()| K(e,r) c B C K(e; R)
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()| K(e,ar) c {y e R : ey = n,y > 0}.

y-lly—ell<d

ey=n

Beweis: Ubungsaufgabe

Geometrisch:
K(e;r) ist Inkugel und K (e, R) Umkugel zu Elementen y > 0 in der Hyperebene

H:={yeR":ely=n}

Wegen K (e;ar) C B° ist das lineare Optimierungsproblem (Pr) eine Relaxation der
Optimierungsaufgabe

P2 [(De)ty — Mi
( T) ( C) y yGKern(ADlglﬂK(e;ar)

Die Aufgabe (P§) besitzt, wie im folgenden Lemmabewiesen wird, eine eindeutige,
geschlossen angebbare Losung y+.

Dies soll hier schon geometrisch motiviert werden.

Ersetzt man y durch e — u, so ist erkennbar:

T ist Losun
Y s = uti=e—yTist
von (Pg)

Losung von

(%) [(Dc)Tu — Max
ueKern(B)NB(0,ar)

wobel

B = (é?) ,B(0,ar) :={u e R": ||u||s < ar}.

~ Aufgabe (x) besteht also darin, eine lineare, reellwertige Funktion auf dem Schnitt
des linearen Teilraumes Kern(B) mit der euklidischen Kugel B(0; ar) zu maximieren.
In folgender Abb. wird verdeutlicht, dass man die Losung u™ von (x) in zwei Schritten
erreicht:
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Kern(B) N B(0; ar)

{ueR": (Dc)Tu = (De)Tut}

1) Man gewinnt zunéchst den Vektor p, indem man Dc auf Kern(B) orthogonal

projiziert.

2) Anschliefend multipliziert man p so mit einem positiven Faktor, dass der resul-
tierende Vektor auf dem Rand von B(0; ar) liegt, d.h., man berechnet

‘?ﬁ = CW’p/||10||2‘f\v ||| = ar

Daher wird man erwarten, dass y* :=¢e — u

T
vgl. Schritt 3° Berechnung von y**! im Algorithmus.

Wegen y* € Kern(AD) N K(e,ar) und Lemma ist

yt >0]

eine Liosung von (Pj) ist.

yT € Kern(AD) N B°

Durch Riicktransformation erhilt man die neue aktuelle Ndherung

zt =T (y").

Diese ist zuléssig fiir das Ausgangsproblem (P), d.h., es ist

ferner ist

x> 0.

xt € Kern(A) N B°,

und

Anders als beim Simplexverfahren: Néherungen beim Karmarkar-Verfahren sind po-
sitive Vektoren, also aus dem Inneren (< Suche von innen her nach jender FEcke, welche
optimal.) des nichtnegativen Orthanten im R".
Folgende Abb. stellt die Schritte des Karmarkar-Verfahrens, von einer aktuellen,
zuldssigen Naherung v € M mit x > 0 zur ndchsten Niherung x™ € M mit 27 > 0

zu gelangen, dar:

(P)
z € Kern(A) N B°
x>0

(P)
rT € Kern(A)NB°
zt >0

05.07.2021

(Pr)
——— |y € Kern(AD)NB"

T

(Pr)
|yt € Kern(AD) N K (e, ar)

Folgendes Lemma zeigt die Durchfiihrbarkeit des Karmarkar-Verfahrens.
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9.3 Lemma

Gegeben sei das lineare Programm (P) in Karmarkar-Normalform, die Voraussetzung
(V) sei erfiillt.
Sei x € B mit x > 0 eine aktuelle Niherung und ¢’z > 0, also = keine Lésung von

(P).
Man setze

D :=diag(zy,... ,x,)|, |B:= (‘2?)
Dann gilt

1. Esist Rang(B) = m + 1 und daher BBT nichtsinguldr. (~ (BB") ")

2. Esist p:= [I — BT(BBT)™'B] Dc # 0.
(1 alg. Schritt 3 ~ Division durch ||p||s moglich!)

3. lyT:=e—a+p/||p|l2|ist die eindeutige Losung von

Minimiere
(De)'y
unter der Nebenbedingung

y € Kern(AD) N K (e, ar),

wobei a € (0,1),r := y/n/(n—1) und

K(e;ar) :={yeR": Ty =n,|ly —e||s < ar}

4. Bs ist

(De)Tyt < [1—a/(n—1)]c" .

Beweis: Werner, J.: Numerische Mathematik 2, S.132, Lemma 4.2
Bemerkung: Die Hauptarbeit in jedem Schritt des Karmarkar-Verfahrens besteht in

der Berechung von
p:=[I - B"(BB")"'B]Dc

Da p € Kern(B)[steht, ist p die orthogonale Projektion von Dc auf Kern(B).

9.4 Zuriickfiihrung eines linearen Programms auf Karmarkar-
Normalform

Ausgangsproblem
T . .
(P) Cou —> i\é[}l‘/%, wobei

MO Z:{UERIIU,ZO,A[)UZZJ()}

Ziel: Zuriickfithrung von (Py) auf Karmarkar-Normalform)!

yT (p—De)=0

Vy mit By=0

Walso zeigen: y* (Dc — BT (BBT)"'BDc — Dc¢) = —y"BT(BBT)"'BDc =0
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9.5 Satz

Mit Ay € R¥*! by € R¥ ¢y € R! sei das lineare Programm

cdu —  Min,
(PO) ue My
My :={ueR:u>0,Au > by}

gegeben.
Die Menge der optimalen Lésungen von (Py) sei nichtleer und beschrankt.
Dann ist

{fueR :u>0,Au>0,ctu <0} ={0}

Beweis: Angenommen, u € R sei ein vom Nullvektor verschiedener, nichtnegativer
Vektor mit
Aou > 0 und cOTu < 0.

e Sei ug € My eine opt. Losung von (F).

= ug+tue M, V>0

(ug +_ t u >0, Ap(up + tu) = Agug + Agtu
>0 20 >0
=t A
o +AOU0
>0 >0
> Agug > bo

~ ug + tu € My)

e Wire ¢l u < 0= inf(Py) = —oo, Widerspruch

€My

“u, optimale Losung von (Py) =

u#0
e Wire ¢l =0 = ug+t i Losung von (Py)Vt > 0.
= Widerspruch zur vorausgesetzten Beschrénktheit der Losungsmenge von
(Fo).
~ Widerspruch ~ {u € R? : u > 0, Agu > 0, <0} = {0}.

Im Folgenden sei wieder e der Vektor geeigneter Lénge, dessen Komponeneten alle
gleich 1 sind.
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9.6 Satz

Gegeben seien das lineare Optimierungsproblem

cdu—  Min,
(Fo) ueMo
M()Z:{UERIIUEO,ADUZZ)()}

und das hierzu duale lineare Problem

biv — Max,

vE€ Ny
(Do) wobei
No:={veR:v>0ATv<cy}

Voraussetzungen: Ag : (k x [)—Matrix
by € Rk,CO e RL

(V1) Esist by # 0 oder ¢y # 0.

(V2) Die Menge der (optimalen) Losungen von (Fy) ist nichtleer und beschrinkt
(V3) Ju € R mit w > 0 und Agu > by. (Regularititsvoraussetzung!)

Man setze m := k + [ — 1,n := 2m und definiere

l k k l (2(l1+k)=2(m—1) Spalten)
Ay —I 0 0
B = l
1

(m Zeilen)

0 0 A(I)“ I c ]Rm><2(m—1)7
oy or

Kk b()
d=11c | e R™,
1 0
und bilde das lineare Programm
1 1
2(m —1) 0 P\ 2(m—1)
Minimiere 110 a |
1\ 1 B/
auf
1
P 2(m—1) 1 1 o — 1
( ) p m({ B —d d— Be P\ b 0\m
B = (0% E R?’L 1 eT 1 1 « 1 = n)i 5
B B/
p
al >0
p

Dann gilt:
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1. Das lineare Optimeriungsproblem (P) besitzt Karmarkar-Normalform.

2. (P) ist im folgenden Sinne dquivalent zu (P,) und (Dy): u:_’ [T St
(Pg) (Do) (P)

Sei u* € My eine Losung von (Fy) und v* € Ny eine Losung von (D).

n w*
=|z" = 1 |eB
etw* +1 0
mit
! u*
w* = 2 AOU**_ bO c RQ(mfl)
I \co — Afv*
ist Losung von (P).
204k) 1 1
Umgekehrt: Ist x* € B Losung von (P) und z*7 = (p*1, a*, %), so ist B* = 0

und o* > 0.
Durch w* := (1/a*)p* ist eine Losung von (Def. B —) Bw = d,w > 0 gegeben.
Losungen u* von () und v* von (Dy) erhdlt man aus
Ik k.
w*T — (u T,y*T,U*T,Z*T).
(x* = p*,a", " = w* — u*, L‘T* )

(P) (Py) (Do)

12.07.2021

Beweis:
2(n—1) 1 1

Abkiirzung: A := (B —d d-— Be) e Rmxn,

@ 2u zetgen:

(P) in Karmarkar-Normalform:
Rang(A) = m, Ae = 0 und Min(P) =0

e Leicht zu sehen: Kern(BT) = {0} falls nicht by = 0 und
Rang(B) =m co=0
T

durch Voraussetzung (V1) ausgeschlossen!
= Rang(A) = Rang(B) =m. (-)

e Weiter ist

6}22(/”, 1) E':Z[Hr, 1)

A% =B e 4(=d)-1+d-B e )-1=0 ()

(e ist Vektor "geigneter Lange”, dessen Kompon. alle = 1).
min(P) = 0 wird in @ mit gezeigt!
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e Voraussetzung (V2) = (Fp) besitzt Losung u* € M,

vk . ..
==== Das duale Problem (D) besitzt Lsungen v* € Ny und
Dual.satz
cdur = bfv*
Definieren:
w* v
. n . N A()U* - b[)
o= 1 mit w” = *
€T'lU* + 1 O v

= Bw* =d,w* >0 (einsetzen) Def. von B
= x* zuldssig fiir (P) mit Zielfunktionswert 0 (1 Zielfkt. in (P) > 0)
= z* Losung von (P), min(P) = 0.

o Sei 2T = (p*T, ¥, %) Losung von (P) =—= * =0

min(P)=0
e Annahme: a* =0 % Bp* =0,e'p* =n,p* >0

= ’Bp =0,p> O‘ hétte die nichttriviale Lésung p*.
wegen el p* =n 1
Zerlegung von p* € R2(m~1) = R2k+) — Ri+k+k+
durch p*T = (T, yT 0T, 2T). (= 0)

Definition

A —y=0,ATv+2=0,clu—0v=0.] (o)

von B

B
L Agu=y>0
Lemma 2 (7) Satz
Def. B(-)
T, _— T —
=0<cu=byv sup(Dy) = 400

Wiire w # 0 cdu>0

0>
= Widerspruch zur Losbarkeit von (Dy).
:>u:04———>y:0,bgvzcoTu:O.(~)
A0Y=Y
(wegen (o) und u = 0)
e zu zeigen bleibt: v = 0,
da sich dann auch z = 0 und insgesamt p* = 0 ergibt.

Annahme: v # 0 0 < vl (Ao —by) =u" Ajv— biv <0
Voraussetzg. (V3) N—— ——

>0 <0 =0 (~)
= Widerspruch! —~ p* =0

e Insgesamt ist die Annahme

=0 (~p #0)

bzw.
3 nichttriviale Losung p* zu Bp = 0,p > 0.

zum Widerspruch gefithrt worden!

e Rest der Behauptung trivial (ergibt sich aus schwachem Dualititssatz).

Konvergenzbeweis T Werner S.135 "Numerische Mathematik 2”
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